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resumo Reuben Louis Goodstein (1912-1985) foi aluno de Wittgenstein em Cambridge de
1931 a 1934. Neste artigo, fago uma breve descricao de seu trabalho na l6gica matemati-
ca, no qual se percebe a influéncia das idéias de Wittgenstein, inclusive a substituicao,
em seu calculo equacional, da indugdo matematica por uma regra de unicidade de uma
funcdo definida por uma funcdo recursiva. Esse Gltimo aspecto se encontra no Big Type-
script de Wittgenstein. Também mostro que as idéias fundamentais do calculo equacional
podem ser encontradas ndo apenas no periodo intermediario, mas, in nuce, nas obser-
vacoOes sobre matematica do Tractatus Logico-philosophicus. A partir disso, procuro desen-
volver um argumento contra uma leitura corrente daquele livro, o assim chamado “Novo
Wittgenstein”. Outra conexdo entre Goodstein e Wittgenstein se encontra na rejeicdo da
teoria da quantificacdo; na parte final do artigo, recorro as observacgdes criticas de Good-
stein sobre a Lei do Terceiro Excluido (que também incluem uma critica a Brouwer e a sua
rejeicdo “pela metade” dessa lei) para lancar luz sobre as observagdes do proprio
Wittgenstein a esse respeito.
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Man kann nicht eine Rechnung als den Beweis eines Satzes bestimmen.
Ludwig Wittgenstein
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I. Quem foi Goodstein, e por que os “wittgensteinianos”
devem se importar com isso?

Dentre os matematicos cuja principal area de interesse ¢ a logica
matematica, Reuben Louis Goodstein (1912-1985) foi o primeiro a ter
uma catedra numa universidade britanica, como professor da Universidade
de Leicester desde 1948 até sua aposentadoria, em 1977.1 Ele estudou na
Universidade de Cambridge a partir de 1931, tendo obtido grau maximo
nas duas etapas do Mathematical Tripos® (1931 e 1932), e um M.Sc.3 em
1935.De 1933 até 1935, Goodstein estudou os nlimeros transfinitos sob a
supervisao de J. E. Littlewood. Tais estudos estdo provavelmente na origem
de seus trabalhos a respeito do “teorema ordinal restrito” (GOODSTEIN,
1944,1947), pelos quais é reconhecido até hoje. O principal resultado que
ele obteve nesta area ficou conhecido, alids, como “Teorema de Good-
stein”.# Esse teorema € o analogo aritmético do fato de todas as sequén-
cias estritamente decrescentes de ordinais transfinitos serem finitas, mas sua
importancia sé foi reconhecida quando Laurence Kirby e Jeft’ Paris
mostraram que ele fornece um enunciado da teoria dos nimeros que nao
pode ser provado na aritmética de Peano de primeira ordem, oferecendo,
portanto, um equivalente matematico do teorema da incompletude de
Godel (KIRBY, L. & PARIS, J., 1982).5

Em Cambridge, Goodstein também assistiu as aulas dadas por Ludwig
Wittgenstein de 1931 até 1934, tendo se tornado um de seus discipulos
favoritos. Na verdade, quando o curso de “Filosofia para Matematicos”,
oferecido em 1933, ficou superlotado, Wittgenstein cancelou-o apos
algumas semanas, ditando no seu lugar aquilo que ficou conhecido como
o “Livro Azul” para um seleto grupo que incluia, além de Goodstein,
Alice Ambrose, Margaret Masterman, e dois estudantes de matematica, o
gedmetra H. S. M. Coxeter e Francis Skinner.6 E bastante surpreendente
que, com excecao de umas poucas notas curtas publicadas na Mathemati-
cal Gazette da Mathematical Association, o primeiro artigo de peso de
Goodstein tenha sido de cunho filoséfico: “Mathematical Systems”,
publicado na revista Mind em 1939. Goodstein sentiu-se obrigado a
declarar, logo no inicio, que

[...] no que diz respeito as ideias criticas [deste artigo], sinto-me em

divida, numa medida muito maior do que seria possivel evidenciar por
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meio de referéncias e agradecimentos, para com meu ex professor, o

Dr. L. Wittgenstein (GOODSTEIN, 1939, p. 58).”

Em 1951 (portanto, enquanto Wittgenstein ainda estava vivo), Goodstein
disse o seguinte no prefacio de Constructive Formalism:
Dentre os muitos amigos que me ajudaram, encorajaram e inspiraram
na elaboracio desta obra, devo mencionar, antes e acima de qualquer
outra pessoa, Ludwig Wittgenstein; devo muitissimo a suas aulas em
Cambridge entre 1931 e 1934, bem como as intimeras conversas que
tive o privilégio de ter com ele. Apenas nestes anos mais recentes pude
finalmente compreender o quanto ele me ensinou. (GOODSTEIN,
1951, p. 10)

Conforme vem indicado nesta ultima observa¢io, as ideias de Wittgen-
stein nio tiveram inicialmente muito impacto sobre a obra matematica de
Goodstein, mas seus trabalhos no pos-guerra evidenciam uma influéncia
indiscutiveld, e ele continuara elogiando Wittgenstein até bem mais tarde
em sua carreira, como se pode ver, por exemplo, em “Wittgenstein’s
Philosophy of Mathematics” (GOODSTEIN, 1972).9 Em 1945, Good-
stein introduziu um “calculo equacional” em seu artigo “Function Theo-
ry in an Axiom-Free Equation Calculus” (GOODSTEIN, 1945). Haskell
Curry havia apresentado um calculo equacional alguns anos antes
(CURRY, 1941),10 sendo que uma das maiores diferencas entre ambos
era a substituicdo, no cilculo equacional de Goodstein, da inducio
matematica por uma regra de unicidade para uma fun¢io definida por
uma fun¢io recursiva.!l Tomada como esquema axiomatico, a induc¢io
pode ser expressa do seguinte modo (onde S ¢ a fun¢io sucessor):
O (FO) & (Vx Fx) = F(Sx))) — Vx F(x)

Ja a“regra de unicidade” pode ser escrita do seguinte modo:
F0) = GO)  FS()) = H(x, F(x))  G(S(x)) = H(x, S(x))

)

(onde E G e H sio fun¢des recursivas primitivas, e S é novamente a
funcio sucessor).
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Numa nota de rodapé a seu artigo de 1945 (GOODSTEIN, 1945, p.
407), Goodstein atribuiu esta substituicio a Wittgenstein.!2 Ele volta a
discutir essa atribui¢do de modo mais detalhado num artigo que escreveu
muitos anos mais tarde, “Wittgenstein’s Philosophy of Mathematics”
(GOODSTEIN, 1972, p. 280-282). Na verdade, pode-se encontrar a
ideia claramente enunciada na secdo 127 do Big Typescript, de 1933
(WITTGENSTEIN, 2005, p. 445; daqui em diante, BT). Como esse
material nio estava acessivel a todos até a publica¢io da versio academi-
camente inacurada de Rhees, a Philosophical Grammar (WITTGEN-
STEIN, 1974, p. 397; daqui em diante, PG), Goodstein deve ter
mencionado Wittgenstein em 1945 baseado apenas em sua memoria de
aulas ou discussdes, ou ainda por ter tido acesso ao Big Typescript, muito
provavelmente antes de 1935. (No se sabe muito bem se eles tiveram
muito contato depois que Goodstein deixou Cambridge.) A ideia subja-
cente a regra da unicidade e as razdes pelas quais Wittgenstein foi levado
a ela serdo explicadas mais abaixo. Minhas observa¢des, no entanto, nio
ficardo restritas a este topico. Tentarei mostrar que as ideias subjacentes ao
calculo equacional ja estdo presentes in nuce no Tractatus Logico-Philosophi-
cus, e que Wittgenstein continuou a elabora-las durante o assim chamado
“periodo intermediario” (1929-1935), precisamente na época em que
Goodstein foi seu aluno.

Tendo por base o seu cilculo equacional, Goodstein desenvolveu, na
tradicio de Kronecker e Skolem,!3 um sistema de aritmética recursiva
primitiva no livro Recursive Number Theory (GOODSTEIN, 1957a), e mais
tarde formulou também um sistema de anlise primitiva recursiva, em
Recursive Analysis (GOODSTEIN, 1961), no qual os quantificadores exis-
tenciais que ocorrem nas defini¢des usuais sio substituidos por fungdes
primitivas recursivas. Numa série de artigos, Goodstein apresentou diversos
resultados, tais como a transcendéncia recursiva de 1 (GOODSTEIN &
HOOLEY, 1960) ou a reformula¢io da segunda prova dada por Gauss do
teorema fundamental da algebra (GOODSTEIN, 1969), mostrando o
quanto é possivel fazer, com engenho, no interior deste cenario que pode,
a primeira vista, parecer excessivamente estreito. O comentario laconico
feito por H. E. Rose em seu obituario resume bem esta reclamagio tipica:!#

A principal critica feita a esta abordagem é que vastas areas da

matematica ficam completamente ignoradas. (ROSE, 1988, p. 163)
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E bem verdade que Goodstein raramente lidou com a recursio mdltipla,
e que ele jamais chegou a fazer uma investigacio satisfatoria da hierarquia
sub-recursiva.!5 E também verdade que tanto a aritmética clissica quanto
a intuicionista vao além da aritmética recursiva de Goodstein. Seja como
for, o desenvolvimento da matematica reversa a partir dos anos 80,1¢ ou,
para mencionar outra obra produzida na mesma década, a aritmética predi-
cativa de Edward Nelson (NELSON, 1986) acabaram mostrando o quan-
to sio infundados os preconceitos neste campo. Este, porém, certamente
nao é o lugar adequado para avaliarmos a for¢a fundacional da perspecti-
va recursiva primitiva de Goodstein, no ambito, p. ex., da matematica
reversa, ¢ tampouco ¢ minha intenc¢do discutir neste artigo assuntos perti-
nentes aos fundamentos da matematica. Estou interessado na influéncia de
Wittgenstein sobre Goodstein e, acima de tudo, na interpretacio da
filosofia de Wittgenstein.!” Na filosofia da matematica, temos sempre a
tendéncia de avaliar as ideias em termos de sua for¢a fundacional. No
entanto, se pusermos o foco apenas sobre esse aspecto, nio seremos
capazes de nos debrugar sobre os interesses especificos de Wittgenstein,
dos quais podem resultar ideias novas que nio sejam diretamente rele-
vantes para os ‘“‘fundamentos”. Por exemplo, alguém poderia objetar que a
indu¢io matematica e a regra de unicidade sio equivalentes (ainda que
nem sempre), € perguntar — para que se preocupar com isso? Pessoas que
lidam com teoria das categorias, por exemplo, se permitiriam discordar.!8

Muito embora as observacoes de Goodstein a respeito de Wittgen-
stein, atribuindo a ele a substituicdo da inducdo pela unicidade, estivessem
ai para quem quisesse lé-las, e as observacdes feitas pelo proprio Wittgen-
stein tenham ficado disponiveis para o grande puablico desde a publicacio
da Gramatica Filosdfica na década de 70, creio que fui o primeiro a chamar
a atencdo para elas (MARION, 1995a, p. 155-156) (MARION, 1998, p.
107-109). A excitag¢io gerada pelo assim chamado “Novo Wittgenstein”
(CRARY & READ, 2000)1? teve efeitos deletérios sobre o estudo das
observacdes de Wittgenstein a respeito da matematica. Pouquissimos
estudiosos de Wittgenstein pensaram que estas observacdes merecessem
mais do que um exame superficial. Elas eram facilmente deixadas de lado,
e imaginava-se todo tipo de desculpa para nio se por os olhos sobre elas.
Cora Diamond e congéneres simplesmente nio foram excecdes a essa
regra. Num apéndice a seu artigo “Throwing Away the Ladder”, funda-
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mental para este tipo de abordagem, ela se opde a ideia de que alguém
possa estudar as observacdes de Wittgenstein sobre a matematica inde-
pendentemente de suas observacdes sobre a natureza da filosofia,
sugerindo, pelo contrario, que deveriamos entender as observacdes sobre
a matematica conjuntamente com uma concep¢io da filosofia “radical-
mente incompativel com a filosofia-enquanto-doutrina” (DIAMOND,
1991, p. 202-203).

Esta atitude bastante disseminada, no entanto, tinha por resultado
quase exclusivo uma série de alegacdes superficiais e pouco esclarecedo-
ras, segundo as quais Wittgenstein ndo poderia ter defendido este ou
aquele “ismo” sobre a matemitica, pois isto seria incompativel com sua
perspectiva radical contra “teses” ou “teorias” na filosofia. Dificilmente
poderiamos chamar isto tudo de interpretacdo conjunta, e isso se mostra
ainda mais problematico quando levamos a sério o fato de que as obser-
vacdes sobre a matematica constituem quase metade de sua produgio
escrita. Como sempre, essas observagdes sio propositalmente ignoradas.

Nio estaremos fazendo uma caricatura se descrevermos o “Novo
Wittgenstein” como o ponto de vista segundo o qual s6 a “moldura” do
Tractatus (isto €, as sentencas a seguir) faz sentido, enquanto o restante do
livro ndo passa de contrassenso puro e simples:

Prefacio — O significado total do livro poderia de algum modo ser

resumido assim: O que pode ser dito pode ser dito claramente; e sobre

aquilo que nido se pode falar deve-se calar. O livro tracard, portanto, um

limite ao pensamento. Ou, melhor — nio ao pensamento, mas a

expressio de pensamentos; pois, para tragar um limite ao pensamento,

deveriamos ser capazes de pensar em ambos os lados deste limite

(deveriamos, portanto, ser capazes de pensar o que nio pode ser

pensado). O limite s6 pode, portanto, ser tracado na linguagem, e

aquilo que estd do outro lado do limite serd simplesmente contrassenso.

6.54 — Minhas proposicdes sio esclarecedoras deste modo: aquele que

me entende acaba reconhecendo-as como contrassensos, tio logo tiver

galgado através delas, sobre elas, para além delas. (Ele deve, por assim

dizer, jogar fora a escada, apds ter subido por ela.)

[..]

7 — Sobre o que nio se pode falar, deve-se calar.20
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Como nido poderia deixar de ser, a empreitada como um todo ira se
resumir numa série de casuismos a respeito destas sentencgas, ou seja,
muita falacio a respeito de “como ler o Tiactatus” num contexto em que
nossa agenda externa ao ler o Tractatus transformou-se sub-repticiamente
no Gnico ponto em pauta. Esta atitude, mais uma vez, teve efeitos nocivos
sobre o estudo daquilo que Wittgenstein disse a respeito da matematica,
Jja que as observagdes sobre a matematica inserem-se inequivocamente no
interior da moldura do livro: elas devem, portanto, ser vistas como meros
constrassensos. Estamos diante de algo equivalente a um ukaz2! no estu-
do daquelas observacdes.

A ma vontade no enfrentamento das observacdes de Wittgenstein
sobre a matematica estende-se, é claro, as pouco conhecidas conexdes
com Goodstein. S6 conhe¢o um Gnico outro estudo a respeito, feito, nio
por um filésofo, mas por um légico (OKADA, 2007). O que era de espe-
rar, tendo-se em vista o peso dos preconceitos no interior da comunidade
filos6fica. Em minhas considera¢Oes finais, voltarei a estes temas, tirando
algumas conclusdes negativas a respeito do “Novo Wittgenstein”. Minha
tese sera a seguinte: o uso feito por Goodstein de ideias que supostamente
seriam de Wittgenstein permite-nos melhorar nosso entendimento do
ponto de vista assumido pelo proprio Wittgenstein. Este entendimento
melhorado, entretanto, choca-se com o “Novo Wittgenstein”, que se
traduz, neste caso, na alegacio de que um calculo equacional é uma
tentativa impossivel de teorizar sobre “aquilo que é mostrado”. O proprio
fato de Wittgenstein ter continuado, ao longo dos anos 30, a pensar
profundamente a respeito de temas como a substitui¢io da inducio pela
unicidade é por si s6 uma indicac¢do tio clara quanto possivel de que essa
alegacdo nio pode ser verdadeira.

2. Sendo Ludwig Wittgenstein

Os debates gerados pelo “Novo Wittgenstein” giram em torno de nosso
entendimento da no¢io wittgensteiniana de “contrassenso” (Unsinn) no
Tractatus. Em 6.54, Wittgenstein usou, como vimos, a metafora da escada
pela qual temos de subir, mas que devemos jogar fora assim que chegar-
mos ao topo. O que nos resta, porém, depois que nos livramos dela?
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Segundo aquilo que parecia ser a “ortodoxia” neste assunto, ficamos
acenando na dire¢io de certo contetdo inefavel, que seria per impossibile
verdadeiro, caso fosse expresso na linguagem. O problema é que qualquer
tentativa de expressar esse contetido na linguagem acabaria inevitavel-
mente gerando contrassensos. Tentarei mostrar mais adiante que algo
muito semelhante a isto é verdadeiro da matematica, onde as equag¢des
mostram que o lado esquerdo transforma-se no lado direito, enquanto o
correspondente linguistico (usualmente um enunciado quantificado do
tipo “para todo...”) é uma tentativa de dizer aquilo que a equagio mostra,
e esta condenado a ser um contrassenso. No entanto, somos avisados de
que este nio é um entendimento correto do Tiactatus em geral, ou das
observacdes sobre a matematica em particular:

O que exatamente deveria permanecer |[...] depois que jogamos fora a

escada? Devemos manter a idéia de que hi esta ou aquela coisa na

realidade para a qual nds acenamos, de tal modo que isso, aquilo para

que acenamos, esta 13, mas nio pode ser expresso em palavras?

Isso é o que eu chamo de fugir da raia. Nio fugir da raia, neste caso, é

admitir o seguinte: jogar fora a escada significa, entre outras coisas, jogar

fora a tentativa de levar a sério a linguagem que se refere a “aspectos da

realidade”. Ler o proprio Wittgenstein como alguém que nio foge da

raia € afirmar que ele nio achava que existem aspectos da realidade que

nio podem ser postos em palavras, mas se mostram. Ele achava que esse

modo de falar pode ser ttil, ou mesmo essencial por algum tempo, mas

no final das contas deve ser abandonado, e honestamente considerado

como um contrassenso genuino, um contrassenso puro ¢ simples, que

nio pode ser pensado como algo que corresponderia em tltima

instancia a uma verdade inefavel. (DIAMOND, 1991, p. 181)

No final das contas, portanto, somos deixados apenas com a constatacio
de que foda filosofia tem por resultado o contrassenso puro e simples. A
chave para esta leitura é a tese de que Wittgenstein opera o tempo todo
com uma Gnica categoria de contrassenso, de tal modo que uma sentenca
como “Die Welt is alles, was der Fall ist” é um contrassenso exatamente
como “piggly wiggle tiggle”, para usar o exemplo dado pela propria
Diamond (DIAMOND, 2000, p. 158). Eis aqui algumas passagens extrai-
das de um artigo mais recente:22
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Nos, enquanto leitores, deveriamos pensar bem a respeito da
observacio de Wittgenstein segundo a qual, do outro lado do limite, o
que existe € pura e simplesmente contrassenso. Serd que isso deve nos
fazer rejeitar a imagem que tinhamos de duas categorias de coisas — as
que podemos atingir por meio de palavras, e as que estdo fora do
alcance delas? [...] sua afirmacio de que aquilo que estd do outro lado
do limite é simplesmente contrassenso parece ter a intenc¢io de afastar
exatamente a idéia de que algumas de nossas sentencas sio
contrassensos, mas apesar disso conseguem gesticular na diregdo das coisas
que nio podem ser postas em palavras. (DIAMOND, 2000, p. 150)
Creio que o Tiactatus advoga aquilo que poderiamos chamar de uma
visdo austera do contrassenso. Contrassenso ¢ contrassenso. Nio hi
diferentes tipos de contrassenso |[...]| e, portanto, ndo existem
proposi¢cdes com o auxilio das quais nés poderiamos gesticular, ainda
que de forma canhestra, na dire¢io de verdades indiziveis.
(DIAMOND, 2000, p. 153)

[...] ndo existem contrassensos sentenciais que estariam, por assim
dizer, mais proximos de serem verdadeiros do que outros. Estou
rejeitando algo que foi claramente expresso por Elizabeth Anscombe: a
ideia de que existiriam algumas sentencas que sao contrassensos, mas
que diriam algo verdadeiro, caso aquilo que elas estio tentando dizer
pudesse ser dito. (DIAMOND, 2000, p. 158)

Uma das consequéncias desta leitura “austera” ou “resoluta”3 é que as
proposi¢oes do Tiactatus transformam-se todas em “contrassensos reais,
puros e simples contrassensos”. Nao existe mais a categoria dos contrassen-
sos sofisticados que gesticulariam na dire¢io de algumas verdades inefaveis,
pois tais verdades ndo existem. Pelo contrario, o objetivo do livro seria sola-
par qualquer tentativa de capturar estas verdades, ainda que fosse por meio
de um discurso indireto, tentando mostrar que toda essa parafernalia nio
passa de um amontoado de palavras sem sentido. Isso quer dizer que
poderiamos substituir tudo aquilo que estd no interior da moldura por,
digamos, um texto como Jabberwocky?*, e entio republicar o Tractatus? Nio
¢ meu objetivo aqui examinar a fundo as dificuldades deste tipo de leitura.
Desejo apenas por o foco sobre uma delas, que foi desde cedo apontada por
P. M. S. Hacker. Ela envolve a falta de cuidado de Diamond na citagio que
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fizemos logo acima, quando ela afirma que, para Wittgenstein, ha um
“modo de falar” que “pode ser util, ou mesmo essencial por algum tempo”,
mas que “no final das contas deve ser abandonado, e honestamente consi-
derado como um contrassenso genuino”. Uma senteng¢a nio pode fazer
sentido num primeiro momento, e ser um contrassenso depois. Caso se
trate de um contrassenso puro e simples, entdo sera isso sempre, de modo
patente e imediato. Pretender que certos amontoados de palavras sem
sentido sdo imediatamente reconhecidos enquanto tais, a0 passo que outros
amontoados do mesmo tipo conseguem enganar os filosofos é reintroduzir
uma distin¢io ali onde se supunha nio haver distingdo alguma. Para
comecar, se se trata de um “contrassenso genuino”, como ¢é que este “modo
de falar” ird fazer o seu trabalho? Como é que subimos degraus com a
ajuda de contrassensos como “Die Welt is alles, was der Fall ist”, se isto é
um contrassenso tio completo quando “piggly wiggle tiggle”? Serd que o
Tractatus funciona de modo causal, como se fosse uma pancada na cabega??>
Eis como Hacker se expressa a este respeito:

[...] se alguns casos de contrassenso (transicional) nos levam a

compreender que outros casos de contrassenso sio, na verdade, casos de

contrassenso puro e simples, como é que eles realizam sua tarefa? Nio

certamente dizendo que 0s outros sio contrassensos — pois, neste caso, o

“contrassenso transicional” ndo seria contrassenso. Tampouco mostrando

que os outros sao contrassensos — pois a distin¢cdo entre o que pode ser

dito e o que nio pode ser dito mas apenas mostrado ¢é, segundo

Diamond, contrassenso puro e simples. (HACKER, 2000, p. 361)

[...] dificilmente poderiamos dizer que uma “escada” constituida por

um mero amontoado de palavras sem sentido pode nos levar aonde

quer que seja. (HACKER, 2001, p. 15-16)

Na verdade, ou bem tudo aquilo que estd no interior da moldura é
contrassenso, e neste caso ¢ dificil entender como é que poderiamos
ultrapassi-lo, ou entio nio é; mas neste caso toda a leitura que fizemos
corre o risco de entrar em colapso, ja que, como ficou dito nas citacdes
que acabamos de fazer, essa leitura depende essencialmente de assumirmos
a existéncia de um tinico tipo de contrassenso. Reintroduzir outra categoria
pela porta dos fundos talvez nio seja “fugir da raia”, mas se parece
bastante com roubar no jogo.
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A dificuldade é posta em evidéncia pelo fato de algumas sentencas no
interior da moldura nio serem tratadas como “contrassensos genuinos”
pelos leitores “resolutos”.26 Embora se tenha respondido a este ponto por
meio de um apelo estropiado para a “ironia”?7 (o que significa apenas dar
um nome a dificuldade, mais ou menos como os politicos formam
comites sempre que desejam enterrar um problema), Diamond propos a
seguinte solu¢io:

Vocé deve entender nio as proposi¢des, mas o autor. Siga, como leitor,

esta orientagio. Siga-a até 6.53, onde se faz referéncia ao método do

Tractatus.Vocé deve ler os contrassensos do livro e tentar entender, nio

0s contrassensos, mas quem os escreveu. B exatamente assim que o

autor do livro se propde a responder os contrassensos ditos pelos

fil6sofos compreendendo, nio suas proposi¢des, mas os proprios

filésofos. (DIAMOND, 2000, p. 155-156)

Meu ponto, portanto, é que o Tractatus [...] pressupde uma espécie de

atividade da imaginac¢io, um exercicio da capacidade de encarar o

contrassenso como se ele fosse um discurso significativo, de

compartilhar imaginariamente a inclina¢io para se pensar que se esta

pensando em alguma coisa. Se eu nio pudesse, por assim dizer,

enxergar seu contrassenso como um sentido, e abandonar-me

imaginariamente aos seus encantos, eu nao poderia entendé-lo. E

temos aqui um uso muito peculiar da imaginagio. (DIAMOND, 2000,

p. 157-158)

E fascinante perceber que aquilo que parece ser aqui o cume da sofisti-
cacio filosdfica, enquanto oposta a Spitzfindigkeit, resume-se a
redescoberta de uma no¢io hermenéutica tdo tosca quanto a de Einfiih-
lung, que na filosofia de lingua alemai foi descartada ha cem anos pelos
criticos de Wilhelm Dilthey e Theodor Lipps. O absurdo desta Gltima
manobra ficara patente, caso nds a levemos a sério por um momento.
Neste caso, Wittgenstein deve ser visto como duas personae: o autor do
livro — chamemo-lo de Wittgenstein, — que devemos entender enquan-
to pessoa, mas cujas Unicas afirmacdes sdo aquilo que forma a moldura
desse livro; e outro Wittgenstein — chamemo-lo de Wittgenstein-g — que
¢, na verdade, o incauto filésofo atraido por todo aquele amontoado de
palavras sem nenhum sentido ditas por Frege, Russell & Cia. Ao ler o
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livro, deveriamos entrar na pele deste altimo para, conforme se espera,
chegar ao ponto de entender Wittgenstein,. Ponhamo-nos, portanto, na
pele de Wittgensteing, e esbocemos as opinides sem sentido suposta-
mente expressas pelas sequéncias de caracteres desprovidas de qualquer
sentido nas quais percebemos a ocorréncia de palavras como “matemati-
ca” e “ntimero”, isto ¢, 6.02-6.031 e 6.2-6.241.28 No que vem a seguir,
eu de fato farei um esbo¢o — um esbogo superficial, passando por cima de
numerosos problemas de interpretacio que nio sio essenciais para a
minha linha argumentativa, e permitindo-me algumas liberdades nota-
cionais. Meu objetivo serd extrair dali alguns elementos, se nio de um
“calculo equacional” pleno, pelo menos de uma visio da matematica que
poderia legitimar a constru¢io de um calculo desse tipo. Minha tese é
que Goodstein fez exatamente isso.

Existem tracos de um calculo equacional no Tractatus? Ha evidéncia
textual?? de que existe uma “teoria” implicita das “operacdes” subjacente
a abordagem da 16gica e da aritmética®? do Tiactatus. Em poucas palavras,
Wittgensteing define Formenreihe, ou “série de formas” como uma série
ordenada por “rela¢des internas” (4.1252), definindo uma relagio interna
como “equivalente a opera¢io pela qual um termo surge a partir de
outro” (5.232). Ainda segundo Wittgenstein g, somente por meio de uma
opera¢io, que pode tomar seu proprio resultado como base, é possivel “o
progresso de termo para termo numa série de formas” (5.252). Como
exemplo, pode-se tomar a opera¢io simbolizada por €-x. O simbolo € é
usado como uma variavel para operagdes. Juntamente com o apostrofo,
ela representa o resultado da aplicacdo da operacio, enquanto o simbolo
x é uma variavel para qualquer passo da Formenreihe. Se tomarmos a
como nossa base, isto ¢, como nio tendo resultado de nenhuma aplicacio
prévia da operagio Q, a expressio €2’a representara o resultado da
primeira aplica¢io da operagio. A operacio podera, entio, ser aplicada a
este resultado €2°a, e esta nova aplicacdo podera ser representada pela
expressdo L€2q, e assim por diante.! Deste modo, geraremos a Formenteihe

a, Qa, QQra, QQQrq, Qg

Wittgenstein-g propde entio em 5.2522 a introdug¢io da seguinte
“variavel” para séries deste tipo (com ligeiras modifica¢des):

[a, x, €2°x]
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Em 6.02, Wittgensteincg define (lembrem-se, no entanto, de que ainda
estamos mergulhados num oceano de meros contrassensos) os nimeros
como “expoentes”, isto é, como indices para aplicacdes reiteradas de
uma operagio:

a=Q0q

Qa =Qlg

QQq = Q2

e assim por diante...

De tal modo que, ap6s substituir apostrofos por parénteses para moder-
nizar um pouco a nota¢io32, e usando a letra S para indicar o sucessor
numa Formenreihe, obteremos a seguinte definicdo indutiva:

Qla = pya

Q% = 5, Q (2" q)

Wittgenstein pode entdo sugerir em 6.03 que se introduza uma “varia-

vel” para a série dos niimeros naturais nos moldes daquela introduzida em
5.2522:

[0, + 1]

A curiosa prova de 2 x 2 = 4 em 6.241 nos ajuda a reconstruir as
defini¢des para adicdo e multiplicacdo que sdo necessarias em qualquer
modelo para a aritmética33:

Q" = 5, Q" (Q" a)

Q"a = 5, (Q)" a

Dado tudo isto, a idéia é que, para quaisquer m e n que sejam termos
numéricos, a equacio

m=n

vale se e somente se3*
Qa=Qa

Tudo isto estd em consonancia com as observa¢des feitas em 6.2341 e

6.24:

6.2341 — O essencial no método matematico é trabalhar com
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equacdes. Deste método depende o fato de que toda proposi¢io da
matematica tem que ser autoevidente.

6.24 — O método pelo qual a matematica chega as suas equagdes € o
método da substituicio.

Pois as equacdes expressam a substitutibilidade de duas expressdes, e
nos avancamos de um determinado nimero de equacdes para novas

equacdes substituindo expressdes por outras de acordo com as equagdes.

Lello Frascolla mostrou que podemos capturar deste modo o fragmento
equacional da aritmética de Peano (FRASCOLLA, 1997). Assim, corres-
pondendo a“7 + 5 = 127, temos “Q""7a = Q" a”, e terlamos que provar
esta ultima equacdo por uma série de substituicdes, que no final das
contas mostrariam que um lado pode ser transformado no outro, fato que
registramos de maneira abreviada por meio da equagio “7 + 5 = 127. A
prova completa3> envolveria expandir o lado esquerdo, e entio reescreve-
lo passo a passo no lado direito a algo equivalente a
(QEALQLALLLLLLLNMN))

que, pela defini¢do indutiva dada mais acima e pela defini¢io de 12,é Q" a.
Que a distin¢do entre mostrar e dizer (4.12-4.125) esta envolvida neste
ponto fica claro a partir do que vem dito em 6.23:

6.23 — Se duas expressOes estio conectadas pelo sinal de igualdade, isto

significa que elas podem ser substituidas uma pela outra. Se isto é o

caso, porém, isso deve mostrar-se nas duas expressoes elas mesmas (muss

sich an den beiden Ausdriicken selbst zeigen)

Por que Wittgensteing evocaria esta distingao? (Lembremo-nos de que,
para o “Novo Wittgenstein”, a propria distingdo é um contrassenso.)
Porque ele queria livrar-se do apelo que Frege fazia a distincio entre
sentido e referéncia. Esta ¢, pelo menos, uma das chaves para Wittgen-
steincg. Com efeito, a respeito dos lados esquerdo e direito de uma
equagio, Wittgensteing afirma o seguinte:

6.232 — Frege diz que estas expressdes tém a mesma referéncia, mas

sentidos diferentes.

Mas o que é essencial a respeito de uma equacio é que ela nio é

necessaria para mostrar que as duas expressdes conectadas pelo sinal de
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igualdade tém o mesmo significado: pois isto pode ser percebido (ersehen)
a partir das duas expressdes elas mesmas.

6.2321 — E que as proposicdes da matematica possam ser provadas nio
significa nada sendo que a sua corre¢io pode ser vista (einzusehen) sem
que tenhamos que comparar aquilo que ela expressa com os fatos, no
que diz respeito a corre¢io.

6.2322 — A igualdade de significado das duas expressoes ndo pode ser asserida.
Pois, para ser capaz de asserir algo a respeito significado delas, eu tenho
de conhecer o seu significado e, se conheco o seu significado, eu sei se
elas significam a mesma coisa, ou a algo diferente.

6.2323 — A equacio caracteriza apenas o ponto de vista a partir do
qual eu considero as duas expressdes, isto €, o ponto de vista da
igualdade de significado (Bedeutungsgleichheir).

(grifos meus)

Ainda nos pondo na pele de Wittgensteing, concebemos “imaginativa-
mente” que, ao falar da Bedeutungsgleichheit de €"a = Q" a ele queria dizer
que ¢é possivel ver que o lado esquerdo ¢é transformado no lado direito.
Isto pode ser visto porque é algo que se mostra. Antes de prosseguir,
gostaria de enfatizar a importancia da distingio entre mostrar e dizer para
Wittgenstein g, importancia esta que é patenteada pelo uso repetido, nao
apenas de zeigen, como também de palavras como ersehen ou erkennen.
Ocorréncias similares podem ser encontradas em observagdes referentes
a logica (novamente, os grifos sio meus):

6.113 — E marca caracteristica das proposicdes logicas que podemos

perceber (erkennen) apenas a partir do simbolo se elas sio verdadeiras, e

este fato contém em si toda a filosofia da logica.

[...]

6.126 — Que uma proposi¢io pertenca a logica é algo que pode ser

calculado calculando-se as propriedades logicas do simbolo. E nés

fazemos isso quando provamos uma proposicio logica. Pois, sem nos

preocuparmos a respeito de sentido e significado, formamos a

proposi¢do logica a partir de outras apenas através de regras simbdlicas.

Provamos uma proposi¢io logica criando-a a partir de outras

proposicdes 1ogicas mediante aplica¢des sucessivas de certas operacdes

que novamente geram tautologias a partir das primeiras. [...]
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Naturalmente, este modo de mostrar (zeigen) que suas proposicdes sio
tautologias é completamente inessencial para a 16gica. Pois as
proposi¢des de que a prova partiu devem mostrar (zeigen miissen) sem
nenhuma prova que elas sdo tautologias.

6.1262 — Na logica, a prova é apenas um expediente mecanico para
facilitar o reconhecimento (Erkennen) de uma tautologia, quando esta é

complicada [grifos meus].

Tentarei mostrar que este uso da distin¢do entre mostrar e dizer enquan-
to um dos tijolos, digamos assim, de seu cilculo equacional, é absoluta-
mente central para a abordagem da aritmética feita por Wittgenstein g, ja
que diversas alegacdes suas s6 podem ser “entendidas” (lembremo-nos de
que falamos aqui sobre Wittgensteincg) com base nessa distingio.

Na proposicio 6.2, Wittgenstein-g alega que na aritmética ha
equacdes, e que estas sio Scheinsdtze. Por que estas equacdes devem
apenas ter a daparéncia de “proposicoes”? Presumivelmente porque
poderiamos ler “7 + 5 = 12” como “Sete mais cinco sio doze”.Veremos
que esta ¢ uma distin¢do muito importante, mas por que Wittgenstein g
deveria se importar com o fato de haver uma diferenca entre a equacio e
seu correspondente no portugués? Obviamente, como o cilculo 16gico
aplica-se a “proposicdes”, o efeito direto da dissocia¢io entre essas duas
coisas é fazer com que o calculo légico nio se aplique a equacdes.
Noutras palavras, Wittgenstein-g deseja enfatizar as diferencas entre a
equagio aritmética “7 + 5 = 12” e o seguinte, escrito na linguagem dos
Principia Mathematica (note a presen¢a dos quantificadores)3°:

A5 x Flx) Al 5 x Glx) A (Vo 7 (F(x) n G(x))) = A1 45 x Flx) v G(x)

Eis aqui, agora, a idéia chave: esta sentenca russelliana diz aquilo que a
prova de “7 + 5 = 12” mostra. E importante também entender que a
linguagem na qual escrevemos a equagio “7 + 5 = 12” e na qual a prova-
mos nio ¢ idéntica a linguagem logica dos Principia Mathematica, na qual
essa equivaléncia é provada como algo que lhe corresponde. Como
Wittgenstein dird mais tarde, elas ndo tém a mesma “gramatica”. E, clara-
mente, Wittgenstein g estd querendo sustentar que a prova de “7 + 5 =
12” numa linguagem ndo equivale a uma prova daquilo que lhe corres-
ponde numa outra linguagem (16gica). (Ha muitas coisas na filosofia da
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matematica madura de Wittgenstein a respeito da alegacio de que estas
duas linguagens, no final das contas, nio estio relacionadas, e que uma
nio é o fundamento da outra.) Talvez valha a pena citar as Observages
Filoséficas para mostrar que Wittgenstein tinha de fato algo deste tipo em
mente durante todo esse tempo:

O importante é que, mesmo que 32 + 42 = 52 me seja dado, eu ndo

posso dizer “(Ax, y, 2, n). x0 + Yy = 21 pois tomado

extensionalmente isso nio faz sentido, e tomado intensionalmente isso

nio me da uma prova. Nio, nesse caso devo expressar apenas a primeira

equacdo. (WITTGENSTEIN, 1975, §150; daqui em diante, PR)

Wittgenstein esta empregando aqui a distin¢do entre intensional e exten-
sional, mas nio ¢ ela que tem importancia para nés. Devemos, ao invés
disso, prestar atencdo quando ele afirma que a equagdo aritmética nio
fornece uma prova de seu correspondente na ldgica. Onde encontrar um
argumento em favor disto? Voltarei a este ponto quando estivermos
discutindo a substitui¢io da indug¢io pela unicidade.

Por ora, quero apenas ressaltar que o argumento poderia, em
consonancia com outras opinides expressas por Wittgensteing, girar em
torno da idéia de que a prova aritmética mostra algo, e que seu corres-
pondente logico diz isso. E, talvez, esta tentativa de dizer na linguagem
dos Principia Mathematica aquilo que se mostra na linguagem da teoria das
operacdes (ou, mais tarde, na aritmética recursiva primitiva) é precisa-
mente aquilo que acaba levando ao contrassenso. E trata-se de um
contrassenso porque, no interior da linguagem da teoria das operagdes,
nio atribuimos nenhuma Bedeutung ao vocabulario dos Principia Mathe-
matica (seguindo, aqui, o que vem dito em 5.4733 e 6.53). Parece-me que
isto nos da uma das chaves para a compreensio do Tractatus.

3. De Wittgenstein a Goodstein

Isto nos da um primeiro ponto de contato com o cilculo equacional de
Goodstein. Na verdade, aquilo de que Wittgenstein-g precisa para que
seu argumento tenha algum impacto, mas que ele ndo nos fornece, ¢ uma
abordagem da aritmética que esteja “livre da logica”. O calculo equa-
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cional de Goodstein consiste naquilo que é conhecido como um calculo
de “variaveis livres”, e estd efetivamente “livre da logica”. No calculo
equacional, todas as proposicdes sio equacdes da forma

A=B

onde A e B sio fung¢des primitivas recursivas, ou termos. As regras de
substitui¢do sio as seguintes:

Flx) = G(x) A=B A=B A=C

FA) =GA) FA) = G(B) B=C

E aregra de unicidade é semelhante 4 que demos mais acima. Uma prova
¢ uma tabela de equacdes, cada uma das quais é a definicio de uma
funcio, uma equacio da forma A = A, ou uma equagio ja “demonstra-
da” (GOODSTEIN, 1957a, p. 27), ndo sendo necessario incluir qualquer
referéncia a conectivos ou regras proposicionais na formaliza¢cio.3” Ele
nio precisa, portanto, incluir referéncias a tais coisas em seu sistema de
aritmética recursiva primitiva, no qual as func¢des aritméticas sdo intro-
duzidas por meio de defini¢cdes recursivas, evitando-se assim todo o
aparato da teoria da quantificagdo. Esta € uma caracteristica importante: a
universalidade vem expressa por variaveis livres, a0 passo que a existéncia
¢é expressa por uma funcio recursiva. Isto estd em perfeito acordo com
outra tese, referente a quantificagdo, obscuramente expressa por Wittgen-
steincg em 5.521, onde ele fala a respeito de separar o “todo” das fun¢des
de verdade, ou em 5.523, onde ele associa a generalidade ao “x” de
“F(x)”. Podemos presumir que ele queira dizer que a generalidade é
expressa pelo uso de uma variavel, que determina uma classe de
proposicdes (havendo, segundo 5.501, trés modos de se fazer isso),
enquanto um operador tem que ser aplicado a esta classe para expressar o
fato de que todas ou algumas de suas proposicoes sio verdadeiras.
Voltando ao Wittgensteing, ndo fiquemos parados nas razdes que ele
poderia ter para negar o estatuto de “proposi¢io” as equacdes aritméti-
cas.3® Ao invés disso, devemos perguntar: Ele possui um argumento? Em
6.21, ele nos diz (mas lembre-se — isto tudo nio passa de um amontoado
de palavras sem sentido ditas por Wittgensteing) que as equagOes arit-
méticas “nio expressam pensamentos’ . Seus critérios para decidir se algo
¢ uma proposi¢io nio sdo meramente gramaticais, ja que proposi¢oes sao
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feitas para figurar fatos, o que é idéntico a expressar pensamentos.Vamos,
portanto, inferir “imaginativamente’ que isto significa que nio ha “fatos”
que as equacoes possam figurar. Filosofos iludidos infeririam neste ponto
que Wittgenstein, estd comprometido com um tipo de “antiplatonismo”,
ou de “antirrealismo” segundo o qual ndo existem “objetos” dos quais os
termos aritmeéticos seriam os representantes, nem a fortiori conexdes entre
tais “objetos” em “fatos” que seriam afigurados pelas “proposi¢cdes” arit-
méticas. Isto faria algum sentido, jA que é coerente com a defini¢io dos
numeros enquanto indices de aplica¢des reiteradas de uma operacio.
Mas, na verdade, noés s6 estamos falando aqui a respeito de Wittgen-
steingg, Na0 é mesmo?

Seja como for, em 6.211, Wittgensteing escreveu:

Na vida, nunca ¢ da proposicio matematica que necessitamos, mas

usamos a proposi¢cio matematica apenas para inferir proposicoes que

ndo pertencem a matematica a partir de outras que também nio

pertencem a matematica.

Este ponto de vista implica que ndo existem “objetos” na aritmética, ja
que esta é formada apenas por cilculos que nos levam de uma
“proposi¢io” genuina, nio aritmética, a outra “proposi¢io’” genuina e nio
aritmética. Da mesma forma, ele nos ensina por que nio deveriamos ver
uma equacio aritmética como uma assergdo a respeito da identidade de
seus termos, pois isto seria, como Michael Kremer percebeu correta-
mente, toma-la como premissa numa inferéncia de “proposi¢io” a
“proposi¢io”, quando ela é apenas o calculo envolvido na execug¢io da
inferéncia — é parte da inferéncia (KREMER, 2002, p. 293). Kremer
tentou mostrar, além disso, que as equagdes aritméticas deveriam ser, por
isso, interpretadas como “registros” dos cilculos que nos levam de uma
“proposicio” genuina até outra (KREMER, 2002, p. 294). A meu ver,
isto esta correto, mas tem de ser qualificado: € a equagdo “7 + 5 = 127,
ou ainda o conjunto de equacdes da teoria das opera¢des com as quais
nds a provamos, que é o proprio “registro”’, mas é preciso nio confundi-
la com a versio que encontramos na linguagem ordinaria, isto &, “sete
mais cinco ¢ igual a doze”, ou entio o correspondente 16gico que vimos
mais acima, no estilo dos Principia Mathematica. Estas Gltimas afirmam aqui-
lo que as equacdes, enquanto “registro”, mostram. Se confundirmos estas

doispontos, Curitiba, Sio Carlos, vol. 6, n. 1, p.195-246, abril, 2009



214

duas coisas, teremos a tendéncia a pensar em “7 + 5 = 12” como uma
assercdo de identidade, ¢ aumentar ainda mais a confusio, pensando que
esta assercio ¢é a premissa de uma inferéncia.

Outro critério para ser uma “proposi¢io’ bona fide, segundo Wittgen-
steingg, € possuir “bipolaridade”, isto €, a capacidade de ser verdadeira e
também de ser falsa. Em outras palavras, ¢ essencial para uma proposi¢io
que ela deva ser capaz de ser negada. No entanto, tendo entrado imagina-
tivamente na cabeca de Wittgensteing, acreditamos também que isto nio
acontece com as equagdes, pois ndo podemos imaginar sob quais circuns-
tancias estariamos preparados para asserir suas negacdes, por exemplo,

Se digo que 7 nio ¢é divisivel por 3, eu nio consigo nem mesmo fazer

uma figuracdo disto, eu ndo posso imaginar o que aconteceria se 7

fosse divisivel por 3. (PR, §200)37

Que isto seja uma consequéncia das opinides sustentadas por Wittgen-
steingg € algo que foi indicado pela primeira vez en passant por Ramsey
(RAMSEY, 1923, p. 476).40

Estas duas razdes para negar status “proposicional” as equacdes arit-
méticas estio em perfeita sintonia com o calculo equacional de Good-
stein. Na verdade, correspondem muito claramente a visio algoritmica
corporificada em 6.211, pois (conforme ja foi dito) a existéncia é expres-
sa por uma fungio recursiva, etc.Veremos que a importancia da substitui-
¢do da inducio pela unicidade torna-se significativa nesse contexto. A
auséncia de bipolaridade é mais um ponto de contato com o calculo
equacional de Goodstein, algo que ¢ mais dificil de ver e, em funcio
disso, permaneceu despercebido.#! Para perceber isto, no entanto, é
preciso passar por alguns desenvolvimentos, que vém a seguir.

Até aqui, eu deliberadamente passei por alto intmeras dificuldades
associadas 20 meu entendimento “imaginativo” de Wittgensteineg. E
facil perceber que uma dificuldade central ¢ o fato de Wittgenstein g
precisar de uma abordagem da induc¢io matematica ou recursio que ele
nio fornece.Vem dai a reclamacgio de que sua abordagem nio passa de
uma miscelanea de alegacdes e formulas estranhas (MAYBERRY, 2000,
p-271 n.7). A nogao de recursio primitiva foi introduzida, juntamente
com a aritmética recursiva, por Thoralf Skolem em 1923 — dois anos
ap6s a publicacido do Tiactatus, portanto (SKOLEM, 1967) — e a arit-
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mética recursiva primitiva foi depois desenvolvida por Hilbert &
Bernays, naquilo que é hoje o locus classicus para esse tema — o primeiro
volume das monumentais Grundlagen der Mathematik (HILBERT &
BERNAYS, 1934, p. 286-346). Wittgenstein, portanto, nio poderia se
valer da no¢io, e s6 poderia ser censurado por nio té-la inventado.
Mesmo assim, a falta de qualquer tratamento da indugdo ou da recursio
¢ realmente um defeito. Os manuscritos do “periodo intermediario”
mostram que Wittgenstein tinha consciéncia disso, pois prestou a maxi-
ma atenc¢io ao artigo de Skolem (do qual se sabe que ele tinha uma
copia), por exemplo, no capitulo XIV das Observagoes Filoséficas. Na
sequéncia, porei o foco sobre as se¢des relevantes do Big Typescript, a
saber, aquelas que constituem seu décimo oitavo capitulo, intitulado
“Provas indutivas, periodicidade” (BT, §§126-135), que ja citei ante-
riormente.*> Como era de esperar, Wittgenstein compacta inameras
linhas argumentativas nestas secoes, e os paragrafos a seguir nio tém de
maneira alguma a pretensdo de exaurir o seu contetido. Sdo, antes, uma
primeira incursao no tema.

Podemos comecar recordando como é feita a demonstracio de
Skolem. Dada a seguinte defini¢io recursiva da adi¢io:

a+0=a

a+ b+ =(+0b)+1

a prova apresentada por Skolem para a lei associativa
Ay a+(b+o=(a+b+c

é feita do seguinte modo.*? Para o caso base:
Sec¢=0,entio (a+ b) = (b + a),jaquea + 0 = a.

Para o passo indutivo, supomos que a lei associativa vale para um certo
valor C de ¢, de modo que temos:
@) a+b+(C+1)=a+(b+C) +1) (por definicio)
(@ a+((b+C)+1)=(+ (b+C)+1 (por defini¢io)
(i) @+ b+ C) +1=(a+b)+C)+ 1 (por hipdtese de indugio)
@v) (@+b)+C)+1=(a+b)+ (C+1) (por defini¢io)
at+ b+ (CH+1D)=(@+b)+(C+1) (por (i), (i), (iv))
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Em conformidade com (BT, p. 445), chamemos de (B) esta estrutura
formada pelo caso base e pelo passo indutivo. Isto facilitarad a discussio
que vem a seguir. Segundo Skolem, o passo indutivo mostra que, se a lei
associativa vale para um valor C de c, entdo ela também vale para o valor
C + 1 de c. Deve-se notar a escolha vocabular cuidadosa feita por Skolem
ao fazer seus comentarios. Segundo ele, isto

[...] prova a proposi¢io ¢ + 1 para a e b ndo especificados. A

proposicio, portanto, vale de modo geral. Este é um exemplo tipico de

prova recursiva (prova por indu¢io matematica). (SKOLEM, 1967, p. 603)

Nio ha quantificadores envolvidos, nem alegacdes de se ter provado
(A) “para todos” os valores numéricos de a, b e ¢, em proposicoes do
tipo:

(C) VxVyVz x+(y+2)=Kx+y) +z

Antes de discutirmos os comentarios que Wittgenstein faz a esta prova,
vejamos como ele introduz a “unicidade”.* Wittgenstein nio reclama de
que Skolem teria acreditado ter provado (C) — ele obviamente nio acre-
ditava nisso. Como diz Wittgenstein,

Eu descubro que em nenhum lugar de meu computo eu uso a

proposi¢do a respeito de “todos os nimeros cardinais”. (BT, p. 455)

(PG, p. 410)

Wittgenstein tinha inimeras coisas a dizer a respeito da relacio que a
estrutura (B) e a estrutura A abaixo tinham com a estrutura (C). Por
exemplo, ele reclama:

O que vocé chama de uma prova de que um teorema vale para todos

os numeros cardinais? Como vocé sabe se um teorema ¢ (realmente)

valido para todos os niimeros cardinais, dado que vocé nio pode testa-

lo? Afinal de contas, seu tinico critério é a propria prova. Assim, com

toda a probabilidade vocé estipula uma forma e a chama de forma da

prova de que uma proposi¢io vale para todos os nimeros cardinais.

Nesse caso, noés realmente nio ganhamos nada por nos mostrarem

primeiro a forma geral destas provas, porque isso nio mostra que a

prova individual realmente efetua aquilo que demandamos dela. Quero

dizer que essa forma nio justifica, nio mostra que a prova individual é
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uma prova de um teorema para todos os nameros cardinais. Pelo
contrario, a prova recursiva tem de ser sua propria justificativa. (BT, p.
462) (PG, p. 422)

Mas ele também tinha restri¢des quanto a
(A) segue-se de (B)

pois (A) nio ocorre em (B), e ¢ dificil ver como aquela tunica
“proposicio” (A) se seguiria do conjunto de equagdes constitutivas de
(B), mesmo se formassemos uma corrente com elas, unindo-as com “&”’.
As piores dificuldades, porém, surgem aqui no uso da Wortsprache, ou seja,
com expressOes correspondentes na linguagem verbal, tais como "Sete
mais cinco sdo doze":

Mas, ndo posso dizer que, se provel isto sobre A, eu por isso mesmo

provei A? Se nio posso, de onde vem a ilusio de que provei? Pois

certamente deve existir alguma razio profunda para essa ilusdo.

Bem, se é uma ilusio, ela em todo caso surgiu de nosso modo de

expressdo na linguagem verbal, "Esta proposicio vale para todos os

numeros". Pois, de acordo com este ponto de vista, a proposi¢io

algébrica seria apenas outro modo de escrever a proposi¢io (da

linguagem verbal). E esta forma de expressio permitiu que o caso de

todos os numeros fosse confundido com o caso de "todas as pessoas

nesta sala". (Ao passo que, para distinguir os casos, nds perguntamos:

como verificamos a primeira, e como verificamos a outra?) (BT, p. 457)

(PG, p. 413)

E, dado que a linguagem verbal, ao explicar a prova (isto é, aquilo que

a prova esta provando), apenas a traduz numa outra forma de expressio,

podemos simplesmente excluir esta explicacio de uma vez. E, se

fizermos isso, as relacdes matematicas tornam-se muito mais claras, pois

nio ficam mais turvadas por expressdes da linguagem verbal com

sentidos [ambiguos]. Por exemplo, se puser B simplesmente ao lado de

A, sem usar a expressio da linguagem verbal "para todos os nameros

cardinais, etc.", ndo surgird nenhuma falsa aparéncia de uma prova de A

por meio de B.Vemos [sehen], entdo, as relacdes austeras (simples) entre

A e B, e até que ponto elas se estendem. Apenas deste modo, livres da

confusio causada pela forma da linguagem verbal, que tudo nivela, é
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que chegamos a conhecer a real estrutura daquela relacdo, e de que ela

trata. (BT, p. 462) (PG, p. 422)

A distin¢io entre mostrar e dizer esta envolvida neste ponto:
"Esta proposi¢io estd provada para todos os nimeros pelo
procedimento recursivo." Esta é a expressio que nos desencaminha
tanto. Tudo se passa, aqui, como se tivéssemos mostrado, por um
determinado caminho, a verdade de uma proposicio afirmando que tal
e tal coisa vale para todos os nimeros cardinais, e como se este
caminho fosse um caminho no interior de um espago de caminho
concebivel.
Ao passo que, na realidade, a recursio nio mostra [zeigf] nada além de
si mesma [...] (BT, p. 453) (PG, p. 406)4>

Noutras palavras, a prova recursiva pode, no maximo, mostrar a generali-
dade, mas, embora possamos afirmar essa generalidade usando um enun-
ciado aritmético universalmente quantificado, este enunciado estaria indo
além daquilo que a prova mostra, nio respeitando assim a gramatica
especifica da linguagem algébrica da prova.

Como ressaltou Mitsu Okada (OKADA, 2007, p. 124-128), em "(A)
segue-se de (B)", Wittgenstein pds o foco sobre a no¢io de "segue-se de".
Em sua forma usual (I), a inducdo matematica usa, nio apenas o quantifi-
cador universal, mas também — duas vezes — a implicacdo “—"": uma vez
no passo de inducio, e outra vez na passagem do caso de base e do passo
de indu¢io para o enunciado universalmente quantificado. O incoémodo
de Wittgenstein incide sobre o “segue-se de” envolvido na segunda
implicacdo. Pode-se, é claro, fornecer uma versio da inducio que evita
todas estas preocupacdes. Basta evitar o uso de “V” ou de “—”, como
nesta versao da indu¢io de Skolem em deducdo natural:4¢

P = Yo
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Acabamos de ver que ele nio poderia aceitar que aquilo que a recursio
mostra possa ser capturado por um enunciado aritmético universalmente
quantificado que seria simplesmente adicionado como um dltimo passo
da prova. Isto porque, como mostrou Okada, Wittgenstein achava que
equagdes algébricas e enunciados universalmente quantificados possuem
diferentes “gramaticas”, e este Gltimo passo nio estaria respeitando a
gramatica das equagdes algébricas (OKADA, 2007, p. 124-125). Preste-se
ateng¢io a referéncia feita ao “contra-senso’:

Assim, a proposi¢io que afirma a generalizagio é excluida; “nada é

provado”, “nada se segue”.

“Certo, mas a equagio A se segue, sin; ela agora toma o lugar da

proposi¢io geral.” — Bem, segue-se em que medida? Obviamente, estou

usando “seguir-se”, aqui, num sentido completamente diferente do

usual, pois aquilo de que A se segue nio é uma proposicio. E é por isso

que nods sentimos que a palavra “seguir” nio foi aplicada corretamente.

Quando dizemos “Do complexo B, segue-se que a + (b + ¢) = (a + b)

+ ¢”, temos uma vertigem. Sentimos que, de algum modo, dissemos

um contrassenso (Unsinn), muito embora externamente isso soe como

algo correto.

Que uma equagio se segue ¢é algo que ja tem um sentido (tem uma

gramitica propria, particular).

No entanto, quando oug¢o “A segue-se de B”, tenho vontade de

perguntar: “O que se segue?” Caso nio se siga de uma equacio do

modo usual, que a + (b + ¢) seja igual a (¢ + b) + ¢ ndo passa de uma

estipulacdo.

Nio podemos impor nosso conceito de “seguir-se” a A e B; ele nio se

ajusta ali. (BT, p. 455) (PG, p. 410-411)

Se nio é o caso que “(A) segue-se de (B)”, e se deve ser ponto pacifi-
co que (B) nio prova algo como (C), entio Wittgenstein esta obrigado
a reformular o esquema de induc¢io. Como nos explica Goodstein, o
argumento ¢é o seguinte.*” Wittgenstein comeca se perguntando por
que alguém suporia que a lei associativa se aplica a um valor de ¢. Por
que nio supor simplesmente que ela valha para qualquer ¢? Ele entio
reescreve a prova do seguinte modo, usando S para representar a
funcio sucessor:

doispontos, Curitiba, Sio Carlos, vol. 6, n. 1, p.195-246, abril, 2009



220

(@a+b)+ (c+1)=S((a+b)+c)
atb+t(c+1)=a+(b+c)+1)=S@+ (b+c)

Ele entio nos faz notar que
(@+b)+(c+1)

¢ a mesma fungio S de
(a+b)+c

que
a+ b+ (c+)

Como
@+b)+0=a+ (b+0),

segue-se que poderiamos obter
(a+b)+cetambéma+ (b + ¢

aplicando a func¢io S a a + b 0 mesmo ntimero de vezes, de tal modo que
(@a+b)tc=a+(b+c

Na verdade, o que Wittgenstein fez aqui foi substituir a inducdo pela
unicidade. Em (BT, p. 445) (PG, p. 397),%8 ela ¢ apresentada do seguinte
modo, como um correspondente exato do esquema (U) dado mais

acima:
() (1) = (1)
B) ¢ + 1) = F@(©) P =y ..A
() Y+ 1) = Fy(©)

Com o seguinte comentario:
[...] a questdo de saber se A é valido para todos os nimeros cardinais
deve significar: “As equagdes o, B e ¥ sio vilidas para as funcdes Q(§) =
a+ b+ & ey’ =(+Db)+ & E, entio, essa questio tera sido
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respondida pela prova recursiva de A, se por isto entendemos as provas

de o, B e Y. (BT, p. 445-446) (PG, p. 398)

De passagem, pode-se notar a variante notacional do proprio Wittgen-
stein, que é derivada do Tractatus, onde a “forma geral do namero cardi-
nal” é apresentada em 6.03 da seguinte forma:

[0.€ & +1]

A forma correspondente no Big Typescript (BT, p. 469-470) (PG, p. 431-
433) torna-se:

|1,8 & +1

Entio,“a + (b + 1) = (a + b) + 17 é reescrita do seguinte modo (BT, p.
461 & 470) (PG, p. 420 & 433):

a+(1+1) =(@+1)+1
| |
a+ (E+ 1) =@+&+1
a+ (E+D+1D) =@+ +1)+1

que deve, agora, percorrer a série |1, § & +1|. No Tiactatus, Wittgen-
steing aparentemente dissociou a generalidade dada em séries como
|1, &, & +1| das fungdes de verdade, isto é, dos quantificadores. Wittgen-
stein volta a insistir no mesmo ponto:

Nio devemos, porém, achar que este sinal devesse ser, na verdade,

“© 11,8 & +1]”.

O ponto de nossa apresentacio consiste em que o conceito “todos os

ntimeros” foi dado apenas por uma estrutura como |1, §, & +1|. A

generalidade foi apresentada por esta estrutura no simbolismo, e nio

pode ser descrita por algo do tipo (x).fx. (BT, p. 469) (PG, p. 431-432)

Por que Wittgenstein teria sentido a necessidade de fazer tudo isto? Uma
(suposta) vantagem ¢ a clareza conceitual, na medida em que a
“linguagem verbal” e a 16gica sio mantidas sob controle. Nio ha risco de
alguém alegar que A é uma prova de (C). Mas isto, como vimos, ja é
verdade acerca da prova de Skolem. Além disso, nio estamos mais proxi-
mos de uma transi¢io para (A) quando temos A ao invés de (B):
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Em todo caso, é desencaminhador dizer que provamos a equagio A, ou
A.Talvez seja melhor dizer que provamos sua validade geral, muito
embora, de outro ponto de vista, isto também seja desencaminhador.
(BT, p. 445) (PG, p. 449)

Enquanto regra para o calculo algébrico, A nio pode ser provada
recursivamente. (BT, p. 481) (PG, p. 449)

Talvez os dois pontos seguintes lancem alguma luz sobre isto. Primeira-
mente, devemos entender que, do comeco ao fim, Wittgenstein mantém
a algebra separada da teoria dos nameros. Elas sio, para ele, calculos dife-
rentes: linguagens diferentes com “gramaticas” diferentes. Hd um “golfo”
separando-as (BT, p. 481) (PG, p. 449), de tal modo que uma prova indu-
tiva — ou prova por unicidade — em uma nio é capaz de provar uma
equagio aritmética universal na outra:

Uma prova por indugio, se fosse uma prova, seria uma prova de

generalidade, e ndo a prova de uma determinada propriedade de todos

os nameros. (PR, §168)

Desse modo, achamos estranho quando nos dizem que a indug¢io prova

a proposicio universal; pois temos a sensacio correta de que, na

linguagem da inducdo, nio poderfamos nem mesmo ter feito a questio

universal. (BT, p. 449) (PG, p. 402)

Nio podemos, portanto, interpretar uma equacio geométrica aberta
como se ela fosse uma equagio aritmética universal.#” Segundo Wittgen-
stein, o que ocorre ¢ que o calculo algébrico — a Buchstabenrechnung®® — e
o calculo dos nimeros cardinais entram em contato na prova recursiva:
Naturalmente, o propésito de uma “prova recursiva” é conectar o
calculo algébrico ao calculo numérico. E a arvore das provas recursivas
apenas “justifica” o calculo algébrico se com isto queremos dizer que
ela o conecta ao calculo aritmético. (BT, p. 462) (PG, p. 423)

E ¢é isso que a prova de Skolem nos mostra:
[...] uma conexido entre os paradigmas da algebra e as regras do clculo
da aritmética. (BT, p. 463) (PG, p. 423)
[Isso] produz um unissono entre o calculo [algébrico] e o cilculo dos
nameros cardinais. (BT, p. 481) (PG, p. 449)
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Como ressaltou Okada (OKADA, 2007, p. 127), a razio desta observacio
¢ que a conexio entre as duas gramaticas nio é feita dentro de uma
metalinguagem, mas, por assim dizer, diretamente. Em que consistiria,
porém, tal conexdo? Penso, muito simplesmente, que Wittgenstein perce-
beu que a prova recursiva fornece um molde para provas aritméticas
particulares, nas quais as variaveis sdo substituidas por numerais.>! Eis aqui
algumas passagens que confirmam isto:

Uma prova recursiva é apenas um guia geral para uma prova especial

arbitraria. Um sinalizador indicando a cada proposi¢io de uma forma

especifica um caminho especifico para casa. (PR, §164)

Sua generalidade nio reside nela mesma, mas sim na possibilidade de

sua correta aplicacdo. Para tanto, ela deve continuar recorrendo a

inducio. Isto é, ela nio diz sua generalidade, ela ndo a expressa. Antes, a

generalidade é mostrada na relacio formal com a substitui¢io, que se

revela como elo da série indutiva. (PR, {168)

Uma “prova recursiva” € o termo geral de uma série de provas. Ela &,

portanto, uma lei para a construgio de provas. Se se pergunta como

esta forma geral pode fazer economia da prova de uma proposicio

particular, tal como 7 + (8 + 9) = (7 + 8) + 9, a resposta é que ela

simplesmente deixa tudo pronto para a prova desta proposi¢io, mas nio

a prova (na verdade, a proposicdo nio ocorre nela). A prova consiste,

pelo contrario, na forma geral juntamente com a proposicio. (BT, p.

468) (PG, p. 430)

E claro que a assim chamada “defini¢io recursiva” nio é uma definicio

no sentido usual da palavra, pois ela nio é uma equacio, ja que a

equacio “a + (b + 1) = (a + b) + 17 é apenas parte dela. Ela também

nao ¢ um produto logico de equagdes. Ela é antes uma lei para a

construcio de equacdes, da mesma forma que | 1,& & +1| nao é um

namero, mas apenas uma lei, etc. (BT, p. 469) (PG, p. 432)

Isto tudo estd (em linhas gerais) de acordo com o que disseram Skolem
e, mais tarde, Hilbert & Bernays. Estes altimos viram neste ponto a
chave para um argumento para estabelecer a consisténcia da aritméti-
ca recursiva primitiva (HILBERT & BERNAYS, 1934, p. 298-299)52.
Essas observacdes filosoficas nio tém apenas um valor histérico, uma
vez que Alan Bundy e seus colaboradores introduziram recentemente,
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sem qualquer conhecimento dessas observacdes®3, uma distin¢do entre
provas “hilbertianas” e “esquematicas” (acerca de ntmeros naturais
como tipos de dados recursivos) que é essencialmente paralela a
distin¢io que Wittgenstein procurava tracar (BUNDY, JAMNIK &
FUGARD, 2005). Eles usam a regra ® construtiva para estabelecer
programas recursivos que formalizam provas esquematicas e até mesmo
levantam a hipotese de que estas Gltimas podem servir de modelos
cognitivos para homens, os quais obviamente ndo usam provas hilber-
tianas para determinar a verdade ou falsidade de conjeturas. O parale-
lo com as idéias de Wittgenstein bem merece maiores investigacoes,
mas, pelo momento, cumpre apontar uma diferenca 6bvia. Bundy,
Jamnik & Fugard exigem uma etapa final de verifica¢io por indu¢io
de que o programa constréi uma prova para cada namero natural n,
dado que, na auséncia dessa etapa de verificagdo “serd por pura sorte
que uma prova esquematica venha a produzir uma prova adequada para
cada exemplo” (BUNDY, JAMNIK & FUGARD, 2005, p. 2384). Eo
que ndo parece ter ocorrido a Wittgenstein.

Neste ponto, haveria muitas outras coisas a serem ditas, mas eu me
limitarei a fazer apenas alguns comentarios com a finalidade de elucidar
um ponto que deixei inexplicado mais acima, a saber, a possibilidade de
se fazer uma conexao entre o calculo equacional de Goodstein e a ausén-
cia de bipolaridade nas equagdes aritméticas do Tractatus. Antes disso,
porém, gostaria de observar de passagem que tudo isso que vimos até
agora nio deveria ser desconsiderado simplesmente por ser parte do
“periodo intermediirio”. E frequente ouvirmos que os escritos deste
periodo sio meramente transicionais, e usar observacoes deste tipo para
canhestramente desqualificar quaisquer alegacdes substantivas feitas com
base nestes escritos, como se, no Tractatus e, mais tarde, nas Investigacoes,
Wittgenstein nio estivesse disposto a afirmar nada disto, e tivesse apenas,
de maneira equivocada e tola, sustentado estas teses por um periodo breve
e sem importancia. O fato é que nio existe nos escritos da maturidade
nenhum movimento indo numa dire¢io diferente, e por isso uma atitude
como essa que descrevemos s6 pode ter por base a ignorancia, ou mesmo
a arrogincia. E claro que isto nio pode ser demonstrado aqui, mas qual-
quer um que acredite em semelhantes coisas deveria ponderar em obser-
vacOes como estas, escritas em 1939-1940:
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Uma desvantagem psicologica das provas que constroem proposicdes é
que elas facilmente nos fazem esquecer que o sentido do resultado nio
deve ser extraido dele sozinho, mas da prova. A este respeito, a intrusio
do simbolismo russelliano nas provas trouxe muitos maleficios.
(WITTGENSTEIN, 1978, 111, §25; daqui em diante RFM)

E muito provavel que a expressio verbal do resultado de uma prova

matematica seja calculada para nos iludir com um mito. (RFM, 111, §26)

O argumento era que as equacgdes aritméticas nio sio “proposicoes”
genuinas porque lhes falta a propriedade essencial de poderem ser
verdadeiras e poderem ser falsas. Acabamos de ver que Wittgenstein
compreendia as provas recursivas como sendo distintas dos enunciados
aritméticos universais que sio normalmente considerados como aquilo
que foi provado por essas provas.Vimos também que Goodstein dispen-
sou completamente a teoria da quantifica¢io em seu calculo equa-
cional, para o qual ele utilizou a reformulagio proposta por Wittgen-
stein do esquema de inducido em termos de uma regra de unicidade.
Juntando estas coisas, podemos ver agora que o calculo equacional de
Goodstein se parece bastante ao Tiactatus exatamente por essa razio: nao
existem ali formulas com quantificadores (sentencas) que possam ser
negadas, apenas féormulas com variaveis livres, e estas nio podem ser
negadas. Na verdade, a alegacio de que uma lei como (A) nio possui
uma contraditéria e nio pode ser negada é repetida muitas e muitas
vezes no Big Typescript, p.ex., em (BT, p. 446, 448, 449, 470) (PG, p. 399,
400, 401, 433-434).

Vale a pena observar de passagem que o que acabamos de dizer expli-
ca algumas alegacdes prima facie absurdas que encontramos nas Observagies
Filoséficas:

Se a prova de que toda equagio tem uma raiz é uma prova recursiva,

entio isso significa que o Teorema Fundamental da Algebra nio é uma

proposigdo matematica genuina. (PR, §168)

Eu digo: o chamado “Ultimo Teorema de Fermat” nio é uma

proposi¢do. (Nem mesmo no sentido de uma proposicio da

aritmética.) Ao invés disso, ele corresponde a uma prova por indugio.

(PR, §189)
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Naturalmente, Wittgenstein nio era estipido a ponto de negar ao Teore-
ma Fundamental da Algebra (ou ao Ultimo Teorema de Fermat, caso
houvesse uma prova desse teorema naquele tempo) o estatuto de teore-
ma. Acontece apenas que ele nega que qualquer um dos dois seja uma
“proposi¢io”, no sentido que ele da a esta palavra no Tractatus, simples-
mente porque eles sio provados — e, como ainda ndo tinham sido prova-
dos,>* deveriamos dizer, ao invés disso: porque eles deveriam ser provados
— recursivamente. Portanto, a luz do raciocinio que acabamos de fazer,
eles ndo sdo semelhantes a sentencas com quantificadores.

Estamos nos enredando, aqui, com a Lei do Terceiro Excluido, e vale a
pena aprofundar este assunto, pois isto pora em evidéncia um ponto impor-
tante para a interpretacio de Wittgenstein. Como ele mesmo reparou:

Nem ¢ preciso dizer que, onde a lei do terceiro excluido nio se aplica,

nenhuma outra lei da légica se aplica, pois nesse caso nio estaremos

lidando com proposi¢des da matematica. (Contra Weyl e Brouwer.)

(PR, §151)

Se a lei do terceiro excluido nio se aplica, isto quer dizer que nossa

expressio nio é comparavel a uma proposicao. (BT, p. 448) (PG, p. 400)

O resultado liquido de tudo isto é que a Lei do Terceiro Excluido, como
qualquer outra coisa que merec¢a o nome de logica, nio se aplica em
contextos nos quais nao existam proposicoes no sentido do Tractatus, mas
apenas formulas com variaveis livres. Poderiamos também descrever esse
resultado liquido dizendo que Wittgenstein e Goodstein vio mais longe
que os intuicionistas (isto ¢, Brouwer e Weyl, mencionados na cita¢io
que fizemos ha pouco), pois afastam definitivamente a teoria da quan-
tificacdo e restringem o calculo equacional a dominios que parecem ser
decidiveis, aos quais a Lei do Terceiro Excluido se aplica. Por esta razio,
tanto Wittgenstein quanto Goodstein tinham uma atitude ambivalente
com relagio a critica feita por Brouwer da Lei do Terceiro Excluido.
Brouwer disse apenas que deveriamos evitar a aplicacio da Lei do
Terceiro excluido em certos contextos. Wittgenstein e Goodstein nio
eram desta opinido, pois suas criticas a teoria da quantificagio eram mais
radicais. Assim, eles tiveram de rejeitar a critica de Brouwer por suas
insuficiéncias. Por exemplo, Goodstein abre o seu Constructive Formalism
da seguinte maneira:
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Wittgenstein mostrou que, numa linguagem formal, o significado dos
sinais € uma propriedade puramente funcional da linguagem. Segue-se
dai que Brouwer estava totalmente equivocado quando negou a
validade de um axioma formal — o tertium non datur. (GOODSTEIN,
1951, p. 9)

E, em sua aula inaugural, ele declarou que
A rejei¢io por Brouwer do tertium non datur deve ser considerada um
equivoco completo. (GOODSTEIN, 1959, p. 16)

Wittgenstein também criticou Brouwer por oferecer o tipo errado de
argumento contra a Lei do Terceiro Excluido, p.ex. (BT, p. 487) (PG, p.
458). Infelizmente, costuma-se interpretar comentarios deste tipo como
uma defesa da Lei do Terceiro Excluido, e como prova de que Wittgen-
stein ndo tinha qualquer inclinag¢io construtivista. Nio irei mostrar aqui
que isto é uma interpretacdo completamente inadequada das observacoes
de Wittgenstein.”> No entanto, a reconstru¢ao que estou fazendo aqui
dos vinculos estreitos existentes entre Wittgenstein e o calculo equacional
de Goodstein fornece o pano de fundo a partir do qual poderiamos
interpretar de modo frutifero as observacoes de Wittgenstein a respeito
da critica feita por Brouwer da Lei do Terceiro Excluido e de outros
aspectos do intuicionismo. Portanto, talvez valha a pena contar uma ou
duas coisas a respeito do ponto de vista do proprio Goodstein, ja que esse
ponto de vista é pouquissimo conhecido.

Como questio de fato, Goodstein concordava com Brouwer que o
seguinte deveria ser rejeitado:>°

Vx Flx) = 3 xF(x)

Pelo que vimos até aqui, Wittgenstein e Goodstein raciocinavam da
seguinte maneira: pode-se ter uma prova recursiva e associar a ela um
enunciado universal, como “7Vx F(x)”. Ao passo que eles tentavam
mostrar que, se olharmos para a prova, veremos que ela nio prova o
enunciado universal, outros nio concordavam com isto e usavam o
condicional acima para inferir também que “Jx 7 Fx”. Este Gltimo passo
nio poderia de maneira alguma ser justificado do ponto de vista de
Wittgenstein e Goodstein. Deve-se notar o quanto o raciocinio, neste
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ponto, aproxima-se do de Brouwer:57 segundo ele, inferir “Ix 7 Fx” a
partir de “7Vx F(x)” é ilegitimo, pois esta ultima sentenca é uma
expressdo das constru¢des mentais do matematico, a0 passo que a infe-
réncia que nos leva a “Ix 7 Fx” — legitima, se sustentamos a Lei do
Terceiro Excluido — ¢ ilegitima neste caso, pois o matematico nio
forneceu (e, em alguns casos, nio poderia fornecer) nenhuma construcio.
Nio podemos, a partir da prova, exibir um a tal que 7Fa. A Gnica dife-
renca, neste caso, ¢ que Brouwer expressou o argumento em termos de
constru¢des mentais feitas pelo matematico (e somos todos filoésofos
esclarecidos que considerariamos isto inaceitavel, nio somos?), ao passo
que Wittgenstein e Goodstein expressaram-no em termos de uma analise
daquilo que uma prova recursiva mostra, mas nao pode, ela mesma, dizer.
Se ndo entendermos isto, penso que nem sequer comeg¢amos a entender
qualquer coisa a respeito daquilo que Wittgenstein quis dizer a respeito
do “unheilvolle Einbruch” da matematica pela logica (RFM,V, §46). No
que diz respeito a Goodstein, ele estava condenado a compartilhar o
ponto de vista de Brouwer, quando nio a sua linguagem. E, exatamente
como Brouwer, Goodstein usou contraexemplos mostrando que a
impossibilidade da nio existéncia nio implica existéncia. O argumento
favorito de Goodstein é muito bom, e envolve a conjectura de Goldbach,
segundo a qual “todo ntimero par maior que 2 é a soma de dois primos”,
e um teorema basico da anilise, devido a Weierstrass, segundo o qual
“qualquer sequéncia nio decrescente limitada superiormente converge
para um tnico limite” (GOODSTEIN, 1965, p. 3-4 & 97-98).58 Este
ultimo é um “teorema de existéncia” provado por reductio ad absurdum.
Goodstein sugeriu que apliquemos este teorema a uma sequéncia a,,, para
n = 1, definida da seguinte forma:
a, = 0, caso todo nimero par de 2 até 2n seja a soma de dois primos.

a, = 1, caso ocorra o contrario.

Esta sequéncia é nio decrescente: se a,, = 1 para algum n, entio um dos
nameros pares de 2 até 2n ndo ¢ a soma de dois nimeros primos e, desse
modo, a,, = 1 para m = n. Ela é limitada, pois cada um de seus termos ¢é
ou 0, ou 1.Assim, de acordo com o teorema da existéncia, ela possui um
limite. Mas qual? O ou 1? Como sabemos que a conjectura de Goldbach
vale para todos os nimeros testados até agora, podemos afirmar que a
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sequéncia comeca com um determinado ntimero de zeros. Se todo
termo ¢ 0, entdo o limite é 0, mas se houver um contraexemplo a conjec-
tura de Goldbach, entio um termo sera 1 e, portanto, todos os termos
subsequentes também serdo, e, portanto, o limite serad 1. Noutras palavras,
se a conjectura de Goldbach ¢é verdadeira, o limite é 0; se nio for, é 1.
Estamos, portanto, diante de uma situacdo na qual uma sequéncia defini-
da possui um limite, mas nio sabemos qual. Goodstein considerava essa
situagdo simplesmente inaceitavel. HA muito pouca coisa aqui para distin-
guir a critica de Goodstein da de Brouwer, mas ele comentou:
Foi para proteger a matematica de resultados estéreis como este [o
exemplo que Goodstein apresenta neste ponto é anilogo aquele que
acabamos de examinar| que Brouwer rejeitou o tertium non datur. O
mesmo objetivo, no entanto, pode ser atingido de outras maneiras.
Poderiamos, por exemplo, reter o tertium non datur, mas excluir
qualquer afirmacio pura e simples de existéncia, pratica restritiva que é
conhecida como finitismo em matematica, pois seu efeito é permitir a
aplicacdo do fertium non datur apenas aqueles casos nos quais as
alternativas podem ser testadas num namero finito de passos. O finitista
rejeita a afirmagio pura e simples de existéncia porque ela é uma
infinidade de disjun¢des, e ele sustenta que seria uma contradi¢io em
termos falar em teste de um ntmero infinito de casos. (GOODSTEIN,
1959, p. 11)9

E Goodstein também tentou mostrar, por analogia, que deveriamos
rejeitar a outra implicacio constitutiva da teoria da quantificacio:60
—dx Flx) = Vx 7 F(x)

isto ¢, que a impossibilidade de um contraexemplo garanta a universali-
dade. Mais uma vez, vale a pena cita-lo:
Parece-me que este principio também é questionavel. Como ele
estabelece Vx P(x) para mostrar que a hipdtese da existéncia de um
contraexemplo leva a contradi¢io? Presumivelmente, vamos testando
P(0), P(1), P(2),... sem encontrar um Unico contraexemplo. Provamos,
entio, que, se por acaso tivéssemos encontrado um contraexemplo,
terlamos encontrado uma contradi¢io (na aritmética), e concluimos dai

que Vx P(x). Na falta de uma prova de auséncia de contradicio, o
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argumento ¢ pouco mais do que uma expressio de fé na consisténcia.

(GOODSTEIN, 1965, p. 107)

Pode-se perceber, eu espero, que as palavras duras que Goodstein dirige
contra a critica que Brouwer faz da Lei do Terceiro Excluido nio sdo as
de um reacionario, pronto a defender a logica classica contra criticas
descabidas.®! Ele defende, na verdade, um ponto de vista ainda mais radi-
cal que o de Brouwer.

Nio hia em Wittgenstein argumentos equivalentes aos que acabamos
de apresentar. No entanto, a alegacio de que uma lei como (A) nio
possul um contraditério e nio pode ser negada é repetida a exaustio no
Big Typescript, como ja vimos. Wittgenstein também usa mais de uma vez
o famoso exemplo de Brouwer envolvendo a ocorréncia da sequéncia
‘7777777 na expansio decimal de m para estabelecer exatamente a
mesma tese. O proprio Goodstein menciona Brouwer e Wittgenstein na
mesma sentenca:

Considere o problema de que Brouwer lan¢cou mio diversas vezes, de

saber se na expansio decimal de T o 7 ocorre sete vezes consecutivas. A

expansio com 1010 algarismos ji existe antes mesmo de ter sido

calculada? Como observou Wittgenstein, serd que um personagem ja

existe antes mesmo de a peca em que ele aparece ter sido escrita? Se,

como podemos supor, o tnico método de abordar o problema é

calcular a expansio de T, entdo é impossivel provar que uma sequéncia

de sete 7’s ndo ocorre. A situacio nio melhora pelo fato de abordarmos

o problema utilizando fodos os recursos da matematica contemporanea,

pois nesse caso teremos apenas substituido a questio de saber se os sete

7’s ocorrem numa certa expansio pela questio similar de saber se certa

sentenga ocorre ou nio na infinita cadeia de inferéncias que podemos

extrair de nosso conhecimento atual. (GOODSTEIN 1965, p. 98-99)62

Considere, por exemplo, esta observacio de Wittgenstein:63
Nio é possivel fazer uma pergunta como esta: Os algarismos 0, 1, 2,...,
9 ocorrem em T? Eu s6 posso perguntar se eles ocorrem em um ponto
determinado, ou entdo se eles ocorrem entre os primeiros 10 mil
algarismos. Nenhuma expansio, por mais longe que v, pode refutar a

afirmacido “Eles ocorrem”. Portanto, esta afirma¢io também nio pode

doispontos, Curitiba, Sio Carlos, vol. 6, n. 1, p.195-246, abril, 2009



231

ser verificada. O que verificamos é uma assercio completamente
diversa, a saber, que esta sequéncia ocorre neste ou naquele ponto. Segue-
se dal que nio se pode afirmar ou negar esse enunciado e, portanto,
ndo se pode aplicar a ele a lei do terceiro excluido.
(WITTGENSTEIN, 1979b, p. 71)

O que eu pretendo mostrar aqui é simplesmente que o ponto de vista
radical a partir do qual Goodstein critica a teoria da quantificagio e a
partir do qual Brouwer faz sua critica pela metade é também o ponto de
vista de Wittgenstein.® Mesmo considerando que Goodstein elaborou
esta critica muito mais extensamente que Wittgenstein, e mesmo
considerando que Wittgenstein, por tudo que sabemos, talvez nio tivesse
aprovado alguns de seus desdobramentos, parece inegavel que ambos
compartilhavam esta rejeicdo da teoria da quantificacio, que os argumen-
tos de Wittgenstein correm entio paralelamente aos de Goodstein e que,
portanto, nio ¢é possivel interpretar Wittgenstein se nio estivermos pron-
tos a reconhecer este comprometimento.

4. Observacoes finais

Para concluir, eu gostaria de retornar ao “Novo Wittgenstein”. E bastante
claro que, ap6s seu regresso em 1929 a Cambridge e aos estudos filoséficos,
Wittgenstein retomou a reflexio a respeito de temas que estariam no inte-
rior da “moldura” do Tractatus. Portanto, ou devemos supor que o Wittgen-
steiny de algum modo teve uma recaida no Wittgensteing durante o
periodo intermediario, ou entio devemos deixar definitivamente de lado
essa suposta esquizofrenia separando Wittgenstein, de Wittgensteing. A
distin¢do entre mostrar e dizer ¢ um alvo privilegiado para os leitores “reso-
lutos” do Tiactatus, ja que a tese central em torno da qual se organiza sua
leitura consiste em negar que haja qualquer sentido na idéia de que algu-
mas proposi¢des seriam capazes de mostrar algo que elas ndo podem dizer.
Na leitura deles, isto seria apenas mais uma das coisas que deveriamos aban-
donar quando jogarmos fora a escada.Vimos que essa distin¢do, no entan-
to, estd no coragdo mesmo da explicagdo da aritmética por Wittgenstein, ja
que esta ultima é uma forma de feoria no plano daquilo que se mostra em
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um calculo equacional, a ser distinguido de um calculo l6gico que s6 se
aplicaria as “proposi¢des”. Mas, serd que isto tudo nio passa de ilusio? Isto
equivaleria a dizer que Wittgenstein, ndo apenas queria criticar o logicis-
mo de Frege e Russell como um contra-senso puro e simples, mas também
alegar que sua propria alternativa, construida para criticar a deles, ¢ ela
também tio carente de sentido quanto a deles. Que sentido teria, nesse
caso, tentar solapar seus proprios argumentos? E se, no que diz respeito aos
fundamentos da matematica, o ponto central do livro é mostrar que os filo-
sofos nao deveriam se envolver nesse assunto (a matematica esta muito bem
do jeito que esta, etc.), entdo temos o direito de indagar se uma linha de
raciocinio autodestrutiva seria a melhor estratégia para estabelecer esse
ponto. O que equivale a dizer que nio se tem, aqui, argumentos — €, nesse
caso, pode-se muito bem expressar sua opinido e depois calar-se, deixando
os outros fazerem o seu trabalho em paz.

Ha também o problema de suas outras reflexdes durante o periodo
intermediario, que o levaram infer alia a substituir a indu¢do pela unici-
dade no Big Typescript. Tendo-se em vista as conexdes que procurei tragar,
isto equivaleria a pensar que o calculo equacional de Goodstein e as
observacoes de Wittgenstein no Big Typescript sio “contra-sensos
genuinos”. Quer sejam, quer nio, tudo aquilo que estd no interior da
moldura do Tractatus certamente o €, e isto traz uma série de problemas
para qualquer leitura “resoluta”. A verdade, porém, é que nem o calculo
equacional de Goodstein, nem as observacoes de Wittgenstein no Big
Typescript podem ser classificados como contra-sensos, a nio ser que se
queira logo de cara lancar um insulto aos matematicos. Se isto é tudo que
a filosofia tem a fazer, entio ela é verdadeiramente uma empreitada
estipida e uma perda de tempo. Ao responder a seus criticos, quando
estes apontam para o enorme peso da evidéncia “externa”, isto é, para
passagens posteriores ao Tiactatus que atacam suas proprias teses mostran-
do quais eram os compromissos metafisicos daquele livro, os leitores
“resolutos” respondem que estes talvez fossem compromissos nao inten-
clonais, que mais tarde foram reconhecidos por Wittgenstein enquanto
tais.®> Ndo me parece que essa resposta possa funcionar neste caso, pois ha
claramente uma preocupacio em resolver problemas deixados em aberto
no Tiactatus seguindo sua estratégia geral, que era a de fornecer uma
abordagem da aritmética (estendendo-a para os nimeros reais — algo
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sobre o que nio tenho como falar aqui) em termos de um calculo equa-
cional. Nio existe vestigio de qualquer tentativa de diagnosticar compro-
missos nao intencionais, ou coisas desse género.%0

Concluo a partir disso tudo que as reflexdes de Wittgenstein a respeito
dessa espécie de calculo equacional que encontramos no Tractatus
mostram (sem querer fazer trocadilhos) que ele certamente nio consi-
derava a distin¢do entre mostrar e dizer como sendo, ela propria, um
contrassenso, pois supor isto seria admitir que toda a sua abordagem da
matematica em termos da teoria das operagdes e, por extensio, o calculo
equacional de Goodstein, é simplesmente um contrassenso. E claro que
isto € apenas um argumento, e nio pretendo decidir o debate por meio
dele. Estou apenas tentando mostrar que as observacdes 6.02 — 6.031 e
6.2 — 6.241 tém que ser enfrentadas de algum modo pelos leitores “reso-
lutos”. Se, por outros motivos, uma leitura “resoluta” deve ser preferida —
por exemplo, por seu anti-realismo em relagdo a necessidade, com o qual
eu simpatizo — quanto dessa leitura é realmente compativel com a abor-
dagem wittgensteiniana da aritmética que acabo de descrever? Eu nio me
aventuraria a dar uma resposta neste estagio.

Reservei para minhas observa¢des finais uma passagem do ensaio de
Goodstein “Wittgenstein’s Philosophy of Mathematics™:

Devemos admitir que a critica que Wittgenstein faz da indug¢io

matemdtica é muito mais uma critica da linguagem na qual o método

era tradicionalmente apresentado, do que do préprio método.

(GOODSTEIN, 1972, p. 281-282)

E claro que Goodstein estava certo ao fazer esta observacio, ¢ ela sozi-
nha deveria suavizar grande parte do drama associado a possibilidade de
Wittgenstein ter “tomado posi¢io”, ou seja, de ter defendido posi¢des
“construtivistas”, ou de ter se “imiscuido” no trabalho dos matematicos,
dizendo-lhes que tal e tal resultado nio deveria valer (tal como fazem
alguns construtivistas). O proprio Wittgenstein escreveu:

A filosofia nio examina os calculos dos matematicos, mas apenas o

que os matematicos dizem a respeito desses calculos. (BT, p. 444)

(PG, p. 396)

E num certo sentido estas derivacdes deixaram tudo como estava. (BT,

p. 460) (PG, p. 420)
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Deve-se notar que Goodstein nio compartilha esta opinido. Ele concluiu
sua aula inaugural (1951) com as seguintes palavras:
A menos que venhamos a descobrir alguma reinterpretacio finitista de
sistemas nio construtivos comparavel a reinterpretacio da analise
classica que se tenta fazer na teoria das funcdes recursivas, uma parte
consideravel do amplo espectro de desenvolvimentos modernos da
matematica deve ser considerada carente de significacdo, ou entio
totalmente desprovida de fundamenta¢io. (GOODSTEIN, 1959, p. 25)

E claro que Wittgenstein pode estar errado quando diz que seus comen-
tarios criticos “deixam tudo como estd”. Isso, no entanto, ¢ algo que
aqueles que se especializaram em fundamentos da matematica devem nos
dizer, ja que a maioria dos comentadores de Wittgenstein simplesmente
nio tem competéncia para avaliar esse tipo de questdo, e deveriam em
func¢io disso mostrar um pouco mais de modéstia. Esses mesmos comen-
tadores, no entanto, deveriam notar que as observagdes acima, muito
conhecidas por sua ocorréncia noutro contexto,®’” também ocorrem em
meio a discussdo a respeito das provas recursivas no Big Typescript, onde é
claro que seu sentido estd entrelacado com a aplicacio da distin¢do entre
mostrar e dizer a distingdo entre uma prova recursiva e a sentenca univer-
salmente quantificada que supostamente captura aquilo que a prova havia
mostrado. Ao separar uma da outra, estamos a um s6 tempo criticando a
maneira de falar de alguns matematicos, e deixando os calculos intocados.
Wittgenstein critica a linguagem na qual nos tradicionalmente falamos a
respeito da indu¢do matematica, e 0 que essa critica nos mostra ¢ que ele
via nessa linguagem uma fonte de erros filoséficos, e ndo uma tentativa
de reconstruir a matematica a partir destes ou daqueles “fundamentos”,
fossem eles mais estreitos ou nio. (E pelo menos esta a crenca que ele
expressa com toda a clareza em BT, p. 460 - 461. Uma vez mais, cabe aos
especialistas avaliarem o verdadeiro impacto de suas idéias.) Uma grande
quantidade de wittgensteinianos — eu diria mesmo uma quantidade
excessiva — parecem obcecados pela possibilidade de lhe atribuir algum
rotulo, algum “ismo”, como “finitismo”, o que o deixaria imediatamente
exposto a criticas. Isto é mais uma reflexdo a respeito deles do que a
respeito de Wittgenstein. A meu ver, sua critica da inducio exemplifica
bem o tipo de resultado que ele desejava obter em filosofia — um tipo de
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resultado para o qual intimeras pessoas (al incluidos muitos de seus fis)
mostram-se musicalmente surdas, de tal modo que eu temo que as
condicdes necessarias para uma avaliacdo apropriada de suas idéias ainda
nio estejam dadas. Nao consigo, porém, ver de que maneira seria possi-
vel desencavar a fonte dos erros filosoficos nos fundamentos da
matematica sem nenhum tipo de compromisso — parece-me que nada
seria dado de bandeja, neste caso, especialmente se vier acompanhado de
um argumento que se autorrefuta. Os que temem a atribui¢io de qual-
quer compromisso a Wittgenstein, e que gostariam, em funcio disso, de
classificar tudo que eu disse aqui como contra-senso puro e simples (ou
entio como erro de interpreta¢do), estdo, portanto, jogando o bebé junto
com a agua do banho. Se Wittgenstein tem qualquer interesse, isto se da
porque suas observagoes tém interesse.

! Devo a ROSE 1988 os dados biograficos (e bibliograficos) a respeito de Goodstein.

2 Os exames finais (feitos em duas etapas) para a obtencio do titulo de Bachelor of Arts em
matematica. [N.T.]

3 Master of Science. [N.T.]

4 Este nio é o lugar adequado para darmos uma descricio desse belo teorema. Cf., por exem-
plo, SMITH, 2007, p. 201-204.

5 Este resultado foi obtido ap6s uma prova elaborada por Jeff Paris ¢ Leo Harrington de que
uma versio mais forte da por¢io finita do Teorema de Ramsey que pode ser enunciada na
linguagem da aritmética elementar nio pode ser provada na aritmética de Peano de primeira
ordem (PARIS & HARRINGTON, 1977). A ideia que esti por tras desse resultado é que o
teorema da incompletude de Gédel envolveria um enunciado “feito sob medida”, que difi-
cilmente tem qualquer sentido aritmético e que, portanto, ¢ preciso encontrar um enunciado
desse tipo, isto é, uma verdade aritmética que possamos demonstrar que nio pode ser prova-
da na aritmética de Peano de primeira ordem. Pode-se argumentar, como faz por exemplo
SMITH, 2007, p. 201, que o Teorema de Goodstein é um candidato mais interessante, desse
ponto de vista, do que a versdo da parte finita do Teorema de Ramsey, que fora usada por Paris
e Harrington.

6 A histéria estd contada em MONIK, 1990, p. 336. Antes de sua morte prematura, Skinner
tornou-se amigo intimo de Wittgenstein. Sua amizade com Goodstein vinha desde a escola
secundaria, no colégio de Sio Paulo, em Londres. As notas tomadas por Alice Ambrose das
poucas aulas dadas no curso de “Filosofia para Matematicos” estdo disponiveis em
WITTGENSTEIN, 1979a, p. 203-225.
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7 Por outro lado, devo declarar que Georg Henrik von Wright contou-me certa vez, numa
conversa, que, assim que ele chegou a Cambridge, em 1939, Wittgenstein falou mal do artigo
de Goodstein. Achava que o artigo de Alistair Watson, “Mathematics and its Foundations”,
publicado no ano anterior, era muito melhor (WATSON, 1938). No entanto, segundo von
Wright, as criticas de Wittgenstein a Goodstein nio eram tio negativas quando as que ele fazia
ao artigo de Alice Ambrose, de 1935 (AMBROSE, 1935). Por isso, penso que deveriamos
tomar cuidado antes de usar o testemunho de von Wright como razio para desqualificar
Goodstein como mais um daqueles cérebros menores que nio conseguiram compreender o
génio — uma atitude patética, mas ndo muito infrequente, em especial quando se faz referén-
cia ao artigo de Ambrose. Ela me disse em particular que, mesmo apés conversar durante
muitas horas com Wittgenstein, nunca foi capaz de entender exatamente o que ele desaprova-
va em seu artigo.

8 Dada a natureza “finitista” da obra madura de Goodstein, é razoavel perguntar que relacio
poderia haver entre ela e seus trabalhos iniciais em torno do teorema ordinal restrito. A
primeira vista, parece ndo haver relagio nenhuma. Nio devemos nos esquecer, porém, de que
Goodstein nunca rejeitou a indugio transfinita até € , que ele encarava como “um desvio
absolutamente minimo” de uma perspectiva puramente finitista (GOODSTEIN, 1959, p. 15).
De mais a mais, ele mostrou em (GOODSTEIN, 1944) que o “teorema ordinal restrito” para
ordinais menores que €y ¢ demonstravel na aritmética recursiva. (Para um comentario
adicional a respeito disto, cf. a nota 14 abaixo.) Deve-se notar, além disso, que o divisor de
aguas parece se dar em torno da “conjectura de Isaacson”, isto ¢, da alegacio de que “se quis-
ermos dar uma demonstragio racionalmente cogente de qualquer sentenca verdadeira da
linguagem da aritmética elementar que seja independente da aritmética de Peano, teremos de
fazer apelo a ideias que ultrapassam o ambito daquelas que sio constitutivas de nosso entendi-
mento da aritmética basica”. (Esta é uma versdo ligeiramente modificada daquela que pode
ser encontrada em SMITH, 2007, p. 205; para a formulagio e a motiva¢io originais, cf.
ISAACSON, 1996.) Tem-se a impressdo de que a obra madura de Goodstein consiste princi-
palmente numa estratégia para evitar qualquer apelo a ideias (l6gicas, conjuntistas) que nio
sejam “constitutivas de nosso entendimento da aritmética basica”. O que isto significa exata-
mente é algo que permanece obscuro. Em todo caso, somos levados a pensar que Goodstein
estava tentando esclarecer isso para si mesmo no curso de suas reflexdes a respeito da necessi-
dade de substituir a indugio pela unicidade.

9 O finado Robin Gandy, que conseguiu seu primeiro posto em Leicester nos anos 50 com a
ajuda de Goodstein, contou-me que, naquele tempo, Goodstein continuava referindo-se a
Wittgenstein em discussoes e nas aulas. Infelizmente, Gandy, que na época provavelmente nio
percebeu o quio preciosas eram essas observacdes, ndo foi capaz de recordar nada de mais
especifico.

10 Embora o artigo de Goodstein tenha sido publicado em 1945, ele foi escrito na mesma
época que o de Curry, em 1940. Cf. GOODSTEIN, 1959, p. 17.

' Um aperfeicoamento indo nessa mesma dire¢io pode ser encontrado em GOODSTEIN,
1954.

12 Na mesma nota de rodapé, Goodstein também atribui a substitui¢io da induc¢io matemati-
ca por uma regra de unicidade a Paul Bernays. Infelizmente, Goodstein, usualmente tio
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meticuloso em suas referéncias, nio fornece nenhuma neste caso, e é possivel que ele se baseie
apenas em alguma conversagio ou correspondéncia com Bernays. Richard Zach me disse que
hd intimeras cartas trocadas entre eles no comeco dos anos 40 depositadas na cole¢io de
documentos de Bernays na ETH (Eidgendossische Technische Hochschule), em Ziirich. Ainda
nio pude consultd-la. Em todo caso, eu certamente nio estou alegando que Wittgenstein teria
qualquer prioridade neste caso.

13 Sobre Kronecker, cf. MARION, 1995b, muito embora eu nio acredite que o ponto de
vista de Kronecker se reduza a esta por¢io de seu legado. Quanto a Skolem, cf. SKOLEM,
1967. Para um breve apanhado histérico do construtivismo que insere a obra de Goodstein
nessa tradicdo, cf. TROELSTRA & van DALEN, 1988, p. 25.

14 Esta nio é a tanica reclamagio. Os escritos de Goodstein estio maculados por algum
desleixo notacional, e suas ideias sio com frequéncia pouco claras. Assim, por exemplo, Good-
stein define seu ponto de vista como sendo um meio termo entre a recursividade primitiva e
a geral — a primeira seria muito restrita, e a segunda excessivamente ampla. Ele descrevia seu
ponto de vista nos seguintes termos: “Caso seu ordinal seja menor que €, as fung¢des primi-
tivas recursivas transfinitas tém um carter tdo estritamente finitista quanto o das func¢des
recursivas primitivas. No entanto, caso seu ordinal seja €, para provar que os valores de uma
funcio recursiva transfinita podem ser determinados num namero finito de passos, nds temos
que recorrer ao teorema ordinal restrito para ordinais menores ou iguais a €. Parece-me,
portanto, que, na sucessdo sem fim de fungdes recursivas transfinitas cujo ordinal é menor que
€(, n6s atingimos o limite da defini¢io demonstravelmente recursiva” (GOODSTEIN, 1959,
p- 18). (Corrigi o texto todo, que fala apenas em “€”.) De certo modo, isto ¢ tecnicamente
incorreto, quando por mais nio seja, porque podemos obter todas as fun¢des gerais recursivas
fazendo apelo somente ao ordinal .

15 Sobre a sub-recursio, cf. ROSE, 1984.

16 Um artigo fundamental, SIMPSON, 1988, foi publicado no mesmo ano que o obituirio
de Rose.

17 Para um exemplo recente de comentarios que foram escritos sem levar em conta estes
pontos, e que portanto devemos em larga medida desconsiderar, por fazerem uma leitura
pobre, cf. PUTNAM, 2007. O resultado das relacdes que estabeleco aqui é mostrar que a
filosofia da matematica de Wittgenstein nio pode ser simplesmente descartada como se fosse
um “lixo” — nio mais, pelo menos, do que as perspectivas filosoficas de Skolem ou de Good-
stein, ou do que os desenvolvimentos matematicos que sustentam essas perspectivas. Pode-se
nio compartilhar a mesma perspectiva, mas ela ndo é um “lixo”.

18Veja-se, por exemplo, no quadro geral daquilo que vem exposto em LAMBEK & SCOTT,
1986, as reformulacdes ulteriores da regra da unicidade que aparecem em LAMBEK, 1988 ¢
em ROMAN, 1989. Estes desenvolvimentos sio brevemente apresentados em OKADA,
2007, p. 128-130.

19 De acordo com aquilo que vem dito na introducio de CRARY & READ, 2000, a
expressio “Novo Wittgenstein” deveria abranger mais do que a leitura do Tiactatus iniciada
por Cora Diamond, mas isto nio tem muita importincia para o que vem a seguir. O nome
torna-se ridiculo principalmente porque este ponto de vista exegético nio poderia
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permanecer “novo’ para sempre ¢, de qualquer forma, ndo havia nada de propriamente novo
na recauchutagem de ideias ji defendidas anteriormente por Rush Rhees e Oets Bouwsma.
Trata-se, antes, de um debate perene entre os especialistas em Wittgenstein, debate no qual
uma das correntes ganhou maior notoriedade nos tltimos tempos.

20 Cf. CONANT, 1989, p. 274, n. 16, para a alegacio de que as observagdes com “sentido”
resumem-se apenas a 6.54.

21 Na Rassia, o termo designava um pronunciamento do tzar que tinha forca de lei. [N.T]

22 Naturalmente, estes nio sio os tnicos lugares em que podemos encontrar esta mesma
alegacio. Cf., por exemplo, CONANT & DIAMOND, 2004, p. 48.

23 Esta expressio provém de GOLDFARB, 1997, p. 64.

24 Poema nonsense que Lewis Carroll insere no livro Through the Looking-Glass, and What Alice
Found There [N.T.].

25 Cf. SULLIVAN, 2003, p. 196.
26 Este ponto é lembrado em HACKER, 2000, p. 360.
27 Cf., por exemplo, CONANT, 1993.

28 Se alguém pensa que estou sendo burlesco e portanto injusto, por favor, leia CONANT,
1993, p. 216. Para “leitores resolutos”, o corpo do Tractatus ¢ composto por “sequéncias
gramaticalmente bem formadas de palavras que ressoam com uma aura de sentido”.

29 Ao menos para leitores como FRASCOLLA, 1994, cap. 1, MARION, 1998, cap. 2 e
POTTER, 2000, cap. 6.

30 Wittgenstein . fala apenas a respeito da aritmética e, por isso, de agora em diante pararei de
falar da matematica em geral. As consequéncias que esta restri¢io tem sobre nossa avaliagio de
seus pontos de vista ndo serdo discutidas aqui.

31 Pode-se questionar se a deve ou nio ser uma “proposicio”. Novamente, nio entraremos
aqui no mérito destas questdes.

32 Seguindo a sugestio de POTTER, 2000, p. 184.
33 Novamente, seguindo POTTER, 2000, p. 184.

34 Esta idéia foi expressa primeiramente em FRASCOLLA, 1994, p. 3. Também pode ser
encontrada em MARION, 1998, p. 26, e POTTER, 2000, p. 182.

35 Cf. FRASCOLLA, 1994, p. 18-19, para um exemplo completamente desenvolvido numa

notacio diferente, mas mais precisa.

36 A formula estd baseada em *54.43, e foi escolhida simplesmente em funcio do papel que
ela desempenhara na terceira parte das Observagoes sobre os Fundamentos da Matematica (RFM)
de Wittgenstein. Ela mostra a continuidade das preocupacdes de Wittgenstein.

37 Na verdade, pode-se obter a légica a partir da aritmética. Por exemplo, pode-se escrever a
conjun¢io A=0 & B=0 no lugar de A+B=0,ji que ¢ possivel derivar tanto A=0 quanto B=0
a partir de A+B=0.Nio poderei mostrar isso aqui, mas Goodstein tem condi¢des de fornecer,
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no calculo equacional, equivalentes dos axiomas dos Principia Mathematica (por exemplo),
provando-os dentro de seu sistema.

38 H4 algumas razdes bastante boas para que Wittgenstein quisesse proceder assim. Fiel 2
estratégia que admirava em Herz, ele dissolveria as dificuldades apresentadas pela abordagem
da aritmética na teoria (ramificada) dos tipos dos Principia Mathematica separando primeira-
mente a aritmética da logica, e entdo fornecendo uma abordagem alternativa (baseada na
teoria livre-de-16gica das operagdes).

39 A respeito do “impensavel” no Tiactatus, cf. 4.123.
40 Como vem assinalado em POTTER,, 2000, p. 183.
41 A Gnica excecio ¢ MARION, 1998, p. 101.

42 0 capitulo é reproduzido quase verbatim na Gramatica Filoséfica, Parte 11, capitulo VI, se¢des
29-38. No que se segue, acrescentarei as minhas citacdes do Big Typescript referéncias as
passagens correspondentes da Gramatica Filosdfica.

43 Esta é uma versio ligeiramente modificada de SKOLEM, 1967, p. 305-306.

44 Deixarei de lado a distincio esquizofrénica entre Wittgenstein A € Wittgenstein . daqui por
diante, ja que estamos fora do ambito do Tractatus e até agora nio foram feitas “regras de leitu-
ra” para o periodo intermediario.

45 Mesmo nio sendo imediatamente relevante, vale a pena citar o restante da passagem: "Nio
estamos dizendo que, se temos (1) e se f(c+1) segue-se de f(c), a proposicio f(x) é verdadeira
de todos os nimeros cardinais. Estamos dizendo o seguinte:'A proposi¢io f(x) vale para todos
os numeros cardinais' significa 'Ela vale para x=1, e f(c+1) segue-se de f(c)'. E, aqui, a conexio
com a generalidade em dominios finitos é bastante clara, pois num dominio finito aquilo
mesmo seria uma prova de que f(x) vale para todos os valores de x, e é exatamente essa a razio
pela qual, também no caso da aritmética, dizemos que f(x) vale para todos os numeros.” (BT,

p. 453) (PG, p. 406).
46 Cf. OKADA, 2007, p. 123.

47 Sigo sem maiores modificacdes a apresentacio que pode ser encontrada em GOOD-
STEIN, 1972, p. 280-281.

48 Cf. também BT, p. 457 & 462, PG, p. 409 & 414.

49 Segundo Okada, temos aqui uma importante diferenca em relacio ao finitismo de Hilbert
(OKADA, 2007, p. 127-128). Na verdade, Hilbert acreditava que, para recuperar (as leis da
logica classica para), digamos,

a+(b+1)=(a+b)+1

deverfamos acrescentar as “proposi¢des reais”, como

2+(3+4)=(2+3)+4

e as “proposi¢des finitarias gerais”, como

x+(y+1)=(x+y)+1

algumas “proposi¢des ideais”, como

VxVy x + (p+1)=(x+y)+1
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Este acréscimo era concebido em termos de uma prova de consisténcia que, como diz Okada,
tinha também a fun¢io de conectar duas “gramaticas” — a gramatica das proposi¢des reais e
das proposi¢des gerais finitarias, tomadas conjuntamente, ¢ a gramatica das proposi¢oes ideais.
Esta conexio deveria ocorrer por meio de uma prova de consisténcia elaborada na linguagem
da primeira gramatica. Para Wittgenstein, porém, a conexio era apenas mostrada.

50 Literalmente, “célculo com letras” [N.T.].
51 Cf. MARION, 1998, p. 98.

52 Bem, nas palavras de Goodstein: “A falta de quantificadores, na verdade, nio protege a arit-
mética recursiva contra a construcio das féormulas indecidiveis de Godel. No entanto, a
impossibilidade de uma prova intrinseca de consisténcia nio é uma fraqueza num sistema de
varidveis livres que é completamente verificivel.” (GOODSTEIN, 1959, p. 17)

53 Mas veja: Bundy foi aluno de Goodstein!

54 Goodstein apresenta uma prova do teorema fundamental da ilgebra em GOODSTEIN,
1969.

55 Discuti meticulosamente a relagio entre Brouwer e Wittgenstein em MARION, 2003 e
MARION, 2008.

56 por exemplo, em GOODSTEIN, 1959, p. 20.

57 A melhor formulacio continua sendo aquela que encontramos no artigo original de
Brouwer, de 1908, “The Unreliability of the Logical Principles” (BROUWER, 1975, p. 1,
107-111), mas pode-se encontrar a mesma opinido expressa na conferéncia feita em 1928, em
Viena, assistida por Wittgenstein, que posteriormente passaria um dia todo discutindo com
Brouwer. Cf. MARION, 2003 ¢ MARION, 2008 a respeito desta Gltima afirmacio.

58 Cf. também GOODSTEIN, 1951, p. 43.

59 Para uma discussio completa deste assunto, remeto o leitor a MARION, 1998, cap. 4.

60 Cf. GOODSTEIN, 1959, p. 20, e GOODSTEIN, 1965, p. 107.

61 Em circulos wittgensteinianos, estas criticas descabidas sio muitas vezes confusamente
atribuidas a filosofia, ji que se considera que a matematica classica seria uma espécie de bom
ponto de partida. Considera-se irrelevante que o “construtivismo” tenha sido desenvolvido
por alguns dos maiores matematicos dos Gltimos 150 anos, como Kronecker, Poincaré, Borel,
Brouwer e Weyl. E como se todos eles estivessem de algum modo contaminados por preocu-
pacoes filosoficas descabidas. Esta linha de raciocinio é circular, ja que pressupde aquilo que
pretende provar (que a matematica estd muito bem tal como ¢é). Mas poderiamos ir até mais
longe, e dizer que ela s6 pode ser sustentada por alguém que nio sabe do que esta falando.

62 Embora Goodstein nio cite uma passagem especifica de Wittgenstein, é muito provavel
que ele tivesse em mente REM,V, § 9.

63 Isto ndo é uma observacio isolada. Eu a discuto juntamente com outras passagens em
MARION, 1998, p. 164-166. Cf. também MARION, 2003.
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64 Eu talvez devesse acrescentar que este ponto de vista é também aquele a partir do qual ele
elaborou suas observagdes a respeito da prova proposta por Euler da infinitude dos nimeros
primos, acrescentando uma versio construtiva daquela prova, numa secio do Big Typescript, §
123 (BT, p. 434-436) (PG, p. 383-386). Para uma analise da mesma, ct. MANCOSU &
MARION, 2003.

65 Cf. CONANT & DIAMOND, 2004, sec. 5, muito embora obviamente nio se vi encon-
trar ali nenhuma discussdo das observagdes a respeito da matematica.

66 Outra resposta bem mais radical, que é compativel, no entanto, com certos preconceitos
que se mantém ha muito tempo, apesar de serem exegeticamente absurdos, seria negar qual-
quer relevancia aos escritos do “periodo intermediirio” e pular diretamente para o outro
grande livro, as Investigacoes Filosficas. Como ¢é possivel que alguém possa achar que a melhor
maneira de se compreender um autor seja se recusar conscientemente a ler mais da metade
daquilo que ele escreveu? Além de esta postura ser completamente absurda (e, apesar disso,
infelizmente surgir com frequéncia em conversacdes), ela nio explica por que, em 1937,
Wittgenstein ainda estava garimpando idéias no Big Typescript, depois que ja tinha comecado
a escrever as Investigagoes Filosdficas, nas quais hd numerosas passagens do Big Typescript — inclu-
sive as malfadadas observacdes sobre a natureza da filosofia nas Investigagoes Filoséficas
(WITTGENSTEIN, 1953, §§ 90-133), que foram transpostas em sua maioria exatamente
como as encontramos em BT, se¢coes 86-93.

67 Estou me referindo, é claro, as Investigacoes Filoséficas, onde encontramos na secio 254, um
equivalente da passagem BT, p. 444, PG, p. 396. Cf. também BT, p. 425, PG, p. 369. Por outro
lado, a idéia de que a filosofia “deixa a matematica como ela esta” (BT, p. 460) ocorre na se¢io
124 das Investigagoes, cujo ancestral direto é, na verdade, um trecho em BT, p. 308.
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