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RESUMO 
 
O objetivo deste trabalho foi avaliar se o desempenho da estimativa do volume individual para Pinus taeda L. por um 
estimador por razão apresenta melhores resultados em comparação com a estimativa obtida pelo modelo 
volumétrico de Schumacher-Hall. Foram utilizados dados de cubagem de 200 árvores, com idades que variaram de 5 
a 18 anos, com diâmetros de 6,3 a 38,9 cm e altura total de 6,4 a 25,5 m. As estimativas do volume individual foram 
avaliadas e comparadas entre si por meio da análise gráfica dos resíduos, viés, erro médio absoluto, erro quadrático 
médio, raiz quadrada do erro quadrático médio, raiz quadrada do erro quadrático médio em percentagem e pseudo-
coeficiente de determinação. O método do estimador por razão apresentou RMSE de 10,7% e um viés de -0,002. O 
modelo de Schumacher-Hall apresentou RMSE de 10,0% e um viés de 0,001. A análise gráfica dos resíduos mostrou 
que os dois métodos tiveram comportamentos semelhantes, com resíduos bem distribuídos, porém com tendência 
em subestimar as árvores de maior volume. Com o conjunto de dados utilizados neste trabalho, os dois métodos 
avaliados para a estimativa do volume individual de Pinus taeda obtiveram resultados satisfatórios. No entanto, o 
modelo de Schumacher-Hall apresentou um desempenho ligeiramente superior. 
 
PALAVRAS-CHAVE: Fator de forma, Modelos de volume, Volumetria.  

 
ABSTRACT 

 
The objective of this work was to evaluate and compare the performance of the individual volume estimate for Pinus 
taeda L. by a ratio estimator and by the Schumacher-Hall model. Log scaling data from 200 trees were used with ages 
ranging from 5 to 18 years, diameters from 6.3 to 38.9 cm and total height from 6.4 to 25.5 m. Statistics (bias, mean 
absolute error, mean square error, root mean squared error, root mean squared error in percentage, pseudo-
determination coefficient) and residual analysis were used to judge estimation methods. The ratio estimate presented 
a RMSE of 10.7% and a bias of -0.002. The Schumacher-Hall model presented a RMSE of 10.0% and a bias of 0.001. 
The residual graph analysis showed that the two methods had similar behaviors with well-distributed residuals, but 
with a tendency to underestimate the trees of greater volume. Estimating the individual volume by the ratio estimate 
and the Schumacher-Hall model was satisfactory. However, the Schumacher-Hall model performed slightly better. 
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INTRODUÇÃO 
 

As florestas plantadas são uma alternativa sustentável 

para suprir a demanda de produtos madeireiros (NEPAL et 

al., 2019), contribuindo para a conservação dos recursos 

naturais e na mitigação das mudanças climáticas 

(BUONGIORNO & ZHU, 2014; GOGOI et al., 2021). Os dados 

mais atuais mencionam que as plantações florestais 

ocupam cerca de 294 milhões de hectares no mundo (FAO, 

2020) e mais de 9 milhões de hectares produtivos no Brasil 

(IBÁ, 2020).  

No sul do Brasil, as plantações de pinus são formadas 

por extensas áreas, manejadas por empresas florestais 

(COUTINHO MENEGUZZI et al., 2020; OLIVEIRA et al., 

2018), as quais necessitam de informações confiáveis da 

sua produção para o planejamento operacional de suas 

atividades (GREEN et al., 2020). 

O volume de uma população florestal não pode ser 

obtido por medições diretas, mas pode ser estimado por 

inferência estatística (amostragem) e análise de regressão 

(AVERY & BURKHART, 2015).  

A estimativa do volume individual de Pinus taeda tem 

sido estudada por muitos pesquisadores. No sul do Brasil, 

um dos primeiros trabalhos foi realizado com o ajuste de 

modelos volumétricos para a construção de tabelas de 

volume para idades de 5 a 18 anos (MACHADO, 1979). Os 

métodos de estimativa mais utilizados são por modelos de 

afilamento (FIGUEIREDO-FILHO et al., 1996; KOHLER et al., 

2016; SANTOS et al., 2019), modelos volumétricos e fator 

de forma (PERTILLE et al., 2018; SANQUETTA et al., 2017; 

SANTOS et al., 2019). 

Destaca-se que, quando avaliado, o método de 

estimativa pelo modelo de Schumacher-Hall obteve os 

melhores resultados para a maioria dos trabalhos (KOHLER 

et al., 2016; MÔRA et al., 2014; PERTILLE et al., 2018; 

SANTOS et al., 2019). 

Do mesmo modo, estimativas realizadas com fator de 

forma também apresentaram resultados satisfatórios 

(KOHLER, 2017; SANQUETTA et al., 2017). O fator de forma 

pode ser considerado como um estimador por razão, pois 

ele é obtido pelo quociente do volume da árvore e do 

volume do cilindro (PÉLLICO NETTO & BEHLING, 2019a). O 

fator de forma obtido pelo estimador por razão deve 

resultar na melhor resposta ao volume da árvore, pois a 

sua forma está associada a uma variável (diâmetro a altura 

do peito) com alta correlação com o fator de forma e com 

o volume (PÉLLICO NETTO & BEHLING, 2019a). 

Os resultados da aplicação de estimadores por razão 

para a estimativa do volume individual da acácia negra 

mostraram melhor acurácia, quando comparado ao 

modelo de Schumacher-Hall (PÉLLICO NETTO & BEHLING, 

2019a). Pesquisas atuais mostraram a melhor performance 

ao se utilizar estimadores por razão na estimativa da 

biomassa de florestas nativas no sul do Brasil 

(TRAUTENMÜLLER, 2019; TRAUTENMÜLLER, 2023), da 

biomassa de Pinus spp. (NHADUCO, 2019), da biomassa da 

acácia negra (PÉLLICO NETTO & BEHLING, 2019b) e do 

volume comercial em espécies da Floresta Amazônica 

(CIARNOSCHI, 2020). 

O objetivo deste trabalho foi avaliar se o desempenho 

da estimativa do volume individual para Pinus taeda por 

um estimador por razão apresenta melhores resultados em 

comparação com a estimativa obtida pelo modelo 

volumétrico de Schumacher-Hall. 

 

MATERIAL E MÉTODOS 

 

Neste estudo foram utilizados dados de cubagem 

obtidos em plantações de Pinus taeda L., localizadas em 

Telêmaco Borba – PR, Brasil. Esta região encontra-se 

aproximadamente a 797 m de altitude, em região de clima 

Cfb, caracterizado como clima subtropical úmido, sem 

estação seca definida, com uma temperatura média anual 

de 18ºC e precipitação anual de 1.440 mm (ALVARES et al., 

2013). 

Foram cubadas 200 árvores com idades que variaram 

de 5 a 18 anos, com diâmetros de 6,3 a 38,9 cm e altura 

total de 6,4 a 25,5 m (Tabela 1). 

 

Tabela 1. Resumo estatístico das árvores cubadas para a 

modelagem volumétrica de Pinus taeda na região de 

Telêmaco Borba-PR. 

Variá-

veis 
n min. máx. média 

Desv. 

padrão 

d  200 6,3 38,9 23,5 5,10 

h 200 6,4 25,5 15,6 3,58 

v 200 0,0106 1,3242 0,3325 0,2027 

d: diâmetro a 1,30 m de altura (cm), h: altura total (m), v: volume 

(m3), n: número de árvores cubadas, min.: valor mínimo, máx.: 

valor máximo. 

 

Os gráficos box-plot (Figura 1) das variáveis d (diâmetro 

a 1,30m de altura), h (altura total) e v (volume) mostraram 

uma distribuição mais simétrica para a variável d e uma 

leve assimetria a esquerda para a variável v, indicando uma 

maior concentração dos dados em árvores com menores 

volumes. 
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(a) (b) (c) 

   
   

Figura 1. Box-plot das variáveis d (a), h (b) e v (c) das 

árvores cubadas de Pinus taeda na região de Telêmaco 

Borba-PR. 

 

O método de cubagem utilizado foi o de Smalian, no 

qual foram tomadas medidas nas alturas: 0,0 m; 0,7 m; 

1,30 m e a cada 2 metros até chegar na altura total. O 

volume de cada seção foi calculado na Equação (1), onde v 

= volume da seção (m3), �̅�  = diâmetro médio (m) tomados 

nas extremidades das seções e L = comprimento da seção 

(m). O volume da última seção foi calculado pela fórmula 

do cone. O volume total da árvore foi obtido pela soma dos 

volumes de todas as seções.  

 

𝑣 =  
𝜋

4
�̅�2𝐿   (1) 

 

As estimativas do volume individual foram avaliadas e 

comparadas entre si por dois métodos: fator de forma pelo 

estimador por razão e, pelo modelo de Schumacher-Hall. 

No método pelo estimador por razão (COCHRAN, 1977; 

PÉLLICO NETTO & BEHLING, 2019a) o volume individual (�̂�) 

foi estimado em função do produto do volume do cilindro 

por um fator de forma (2), sendo este fator de forma (f = 

�̂�) determinado pela razão da média do volume observado 

(árvores cubadas) e da média do volume do cilindro das 

respectivas árvores (3). Onde: �̂� = volume individual 

estimado (m3); 𝑥𝑖   volume do cilindro (m3) das i-ésimas 

árvores cubadas; �̂�= f = fator de forma pelo estimador por 

razão; �̅�𝑖= média dos volumes individuais das i-ésimas 

árvores cubadas (m3); �̅�𝑖= média dos volumes dos cilindros 

correspondentes as i-ésimas árvores cubadas (m3). 

     

�̂� =
𝜋

4
𝑑2ℎ 𝑓 = 𝑥𝑖�̂�  (2) 

 

𝑓 = �̂� =
�̅�𝑖

�̅�𝑖
  (3) 

 

A vantagem de se utilizar este método incide sobre o 

fato de que a alta correlação entre as duas variáveis (Yi e 

Xi) proporcionam um estimador com elevada precisão, pois 

a razão 𝑌𝑖 𝑋𝑖⁄  é praticamente a mesma em todas as 

unidades amostrais e os valores 𝑌𝑖 𝑋𝑖⁄  variam muito pouco 

de uma amostra para outra (COCHRAN, 1977).  

As estimativas da variância (4; 8), erro padrão (5; 9), 

intervalo de confiança (6; 10) e o erro relativo de 

amostragem (7; 11) do fator de forma, representado pelo 

estimador de razão (�̂�), e do volume individual estimado 

(�̂̅�) foram calculados de acordo com Cochran (1977) e 

Péllico Netto & Behling (2019b). Onde: n = número de 

árvores cubadas, t = valor t de Student, �̂� = estimador de 

razão, 𝑥𝑖= volume do cilindro das i-ésimas árvores cubadas 

(m3), 𝑦𝑖= volume individual das i-ésimas árvores cubadas 

(m3), �̅� = média dos volumes dos cilindros das árvores 

cubadas (m3), �̂̅� = média do volume individual estimado 

(m3). 

 

𝑠�̂�
2 =  

∑ (𝑦𝑖−�̂�𝑥𝑖)2𝑛
𝑖=1

(𝑛−1)
 (4) 

 

𝑠�̂� =
1

√𝑛�̅�
√

∑ 𝑦𝑖
2−2�̂� ∑ 𝑦𝑖𝑗𝑥𝑖+�̂�2 ∑ 𝑥𝑖

2𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1

(𝑛−1)
  (5) 

 

𝐼𝐶 [�̂� ± 𝑡√𝑠�̂�
2]   (6) 

 

𝐸�̂� =
𝑡𝑠�̂�

�̂�
100   (7) 

 

𝑠�̂̅�
2 =  

1

𝑛(𝑛−1)
 ∑ (𝑦𝑖 − �̂�𝑥𝑖)

2𝑛
𝑖=1   (8) 

 

𝑠�̂̅� =  √
1

𝑛(𝑛−1)
√∑ 𝑦𝑖

2 − 2�̂� ∑ 𝑦𝑖𝑥𝑖 + �̂�2 ∑ 𝑥𝑖
2𝑛

𝑖=1
𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1  (9) 

 

𝐼𝐶 [�̂̅� ± 𝑡√𝑠�̂̅�
2]   (10) 

 

𝐸�̂̅� =
𝑡𝑠�̂̅�

�̂̅�
100  (11) 

 

Os volumes estimados pelo modelo de Schumacher-

Hall (12) foram corrigidos pelo fator de correção de Meyer 

(13) devido à discrepância logarítmica. O teste t-Student (α 

= 0,05) foi utilizado para avaliar a significância dos 

coeficientes da regressão, e o teste F (α = 0,05) da análise 

de variância foi utilizado para verificar a existência de 

relação (regressão) entre o volume e as variáveis 

independentes do modelo. 

 

𝑣 =  𝑒(𝛽0+𝛽1 ln(𝑑)+𝛽2ln (ℎ)) + 𝜀  (12) 

 

𝐹𝐶𝑀 =  𝑒0,5𝑠𝑦𝑥2
  (13) 

 

Onde: e = 2,718281828; d = diâmetro (cm) a 1,30 m de 
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altura; h = altura total (m); 𝛽0, 𝛽1 e 𝛽2 são os coeficientes 

do modelo; 𝜀 o erro aleatório proveniente do método de 

estimativa; 𝑠𝑦𝑥 =  
∑(𝑣−�̂�)2

𝑛−𝑝
, 𝑣 = volume observado (m3); �̂� = 

volume estimado (m3); n = número de árvores; p = número 

de coeficientes do modelo. 

Os resíduos da regressão linear foram avaliados quanto 

às pressuposições (DRAPER & SMITH, 1998) de 

normalidade (Shapiro-Wilk, α=0,05), autocorrelação 

(Durbin Watson, α=0,05) e homocedasticidade (Breusch-

Pagan, α=0,05). Os testes foram realizados no ambiente 

estatístico R, versão 4.0.2., com as respectivas funções e 

pacotes: shapiro.test (stats), durbinWatsonTest (car) e 

bptest (lmtest) descritos em Souza et al. (2018). 

A presença de multicolinearidade foi analisada por 

meio do fator de inflação da variância (VIF - variance 

inflation factor), onde utilizou-se a função vif() do pacote 

faraway (SOUZA et al., 2018) no ambiente estatístico R, 

versão 4.0.2. Já o ajuste do modelo e os cálculos das 

estatísticas de ajuste foram realizadas no software Excel. 

Os resultados do ajuste dos dois métodos foram 

avaliados e comparados entre si por meio da análise gráfica 

dos resíduos (14), viés (15), erro médio absoluto (MAE) 

(16), erro quadrático médio (MSE) (17), raiz quadrada do 

erro quadrático médio (RMSE) (18), raiz quadrada do erro 

quadrático médio em percentagem (RMSE%) (19) e 

pseudo-coeficiente de determinação, o qual é dado pelo 

quadrado do coeficiente de correlação linear de Pearson 

(20) entre os valores observados e estimados. Onde: 𝑣 = 

volume observado (m3); �̂� = volume estimado (m3); n = 

número de árvores e �̅� = volume observado médio (m3). 

 

𝑟𝑒𝑠í𝑑𝑢𝑜𝑠 (%) =  
(𝑣−�̂�)

𝑣
100  (14) 

 

𝑉𝑖é𝑠 =  
∑(𝑣−�̂�)

𝑛
  (15) 

 

𝑀𝐴𝐸 =  
∑(|𝑣−�̂�|)

𝑛
  (16) 

 

𝑀𝑆𝐸 =  
∑(𝑣−�̂�)2

𝑛
  (17) 

 

𝑅𝑀𝑆𝐸 =  √
∑(𝑣−�̂�)2

𝑛
  (18) 

 

𝑅𝑀𝑆𝐸 (%) =  
√∑(𝑣−�̂�)2

𝑛

�̅�
  (19) 

 

𝑅2

(𝑣,�̂�) =(
∑((𝑣−�̅�)(�̂�−�̂̅�))

√(∑(𝑣−�̅�)2 ∑(�̂�−�̂̅�)
2

)

)

2  (20) 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

 

O fator de forma obtido pelo estimador por razão foi de 

0,455 (±0,093) conferindo um volume médio individual 

estimado de 0,3325 m3 (±0,00655) e um erro de 

amostragem relativo de 1,97%.  

Os resultados foram próximos aos citados na literatura, 

tais como um fator de forma de 0,47 para plantações de 

Pinus taeda com idades que variaram de 5 a 15 anos 

(KOHLER et al., 2016; SANQUETTA et al., 2017), e um 

volume médio individual de 0,327 m3, para árvores com 

diâmetro médio de 24 cm e altura média de 16 m, nesta 

mesma região de estudo (MACHADO, 1979).  

A correlação entre as variáveis d, h, v, d2h e f são 

apresentadas na Tabela 2. A correlação significativa mais 

forte foi da variável volume com d2h e a mais fraca foi com 

a variável fator de forma (f). 

 

Tabela 2. Matriz de correlação entre as variáveis d, h, v, d2h 

e f para árvores de P. taeda na região de Telêmaco Borba. 

Variáveis d h v d2h 

h 0,49    
v 0,84* 0,78   

d2h 0,89* 0,76 0,98*  
f -0,16* 0,23 0,20* 0,04* 

*significativo através do teste t-Student ao nível de 5% de 

probabilidade (p ≤ 0,05). 

 

A alta correlação linear significativa do volume com a 

variável d2h evidencia a vantagem do estimador de razão, 

uma vez que no modelo adotado neste estudo, o volume é 

estimado em função desta variável. 

No ajuste do modelo de Schumacher-Hall todos os 

coeficientes foram significativos (p-value < 0,01), o valor de 

F calculado foi maior que o F crítico e a significância do 

valor de F (<0,01) indicaram a existência de regressão entre 

as variáveis dependente e independentes (Tabela 3). 

 

Tabela 3. Resultados estatísticos e coeficientes de ajuste 

do modelo de Schumacher-Hall para árvores de P. taeda na 

região de Telêmaco Borba. 

Coeficientes valor p F Sig. F 

β0 =  

-10,2346** 

2,71E-188 

5.905,4 1,51E-1 
β1 = 

1,867250** 

5,66E-139 

β2 = 

1,141948** 

5,48E-93 

**significativo através do teste t-Student ao nível de 1% de 

probabilidade (p ≤ 0,01). F crítico = 3,04 
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A análise dos resíduos da regressão (Figura 2) atendeu 

a todas as suas suposições fundamentais, ou seja, 

apresentaram distribuição normal (p-value >0,05) no teste 

de Shapiro-Wilk e o teste Breusch-Pagan (𝛼 =0,05) apontou 

homocedasticidade das variâncias (p-value >0,05).  

O teste Durbin-Watson (𝛼 = 0,05) mostrou que não há 

indícios de autocorrelação dos resíduos (Levine et al., 

2005), com p-value > 0,05 (D-W Statistic = 1,9246; p-value 

= 0,526).  

A falta de ajuste de um modelo, expressos pelos 

resíduos da regressão, pode ocasionar em estimativas 

enviesadas ou inconsistentes (GARCÍA-ESPINOZA et al., 

2018), pois quando o modelo proposto é correto, a média 

dos quadrados dos resíduos é um estimador sem viés da 

verdadeira variância (AMADOR et al., 2011). 

A multicolinearidade foi analisada por meio da 

estatística Variance Inflation Factor – (VIF), onde um VIF > 

10 é utilizado como critério para afirmar a existência de 

multicolinearidade no modelo de regressão linear múltipla 

(SOUZA et al., 2018). Neste estudo não foi detectado 

indícios de multicolinearidade entre as variáveis do modelo 

que apresentou VIF = 1,3489. 

 

(a) 

 
(Shapiro-Wilk = 0,9933;  

p-value = 0,4998) 

(b) 

 
(Breusch-Pagan = 

0,84975; p-value=0,6539) 

 

Figura 2. Gráficos dos resíduos da regressão (escala 

logarítmica): a) Quantil-quantil e b) Resíduos versus valores 

ajustados para árvores de P. taeda na região de Telêmaco 

Borba-PR. 

 

As estatísticas de precisão mostraram que, quanto à 

diferença entre os valores observados e estimados, os dois 

métodos se mostraram similares, com RMSE muito 

próximos entre si, e uma ligeira superioridade do modelo 

de Schumacher-Hall com RMSE% de 10,0% (Tabela 4). 

 

 

 

 

Tabela 4. Estatísticas de precisão do volume individual 

estimado pelo método do estimador por razão e pelo 

modelo de Schumacher-Hall para árvores de P. taeda na 

região de Telêmaco Borba-PR. 

Estatísticas Estimador por razão Schumacher-Hall 

Viés (m3) -0,002 0,001 

MAE (m3) 0,024 0,022 

MSE (m3) 0,00126 0,00109 

RMSE (m3) 0,036 0,033 

RMSE (%) 10,7 10,0 

R2 0,97 0,97 

Onde: MAE = erro médio absoluto, MSE = erro quadrático 

médio, RMSE = raiz quadrada do erro quadrático médio, 

RMSE (%) = raiz quadrada do erro quadrático médio em 

percentagem e R2 = pseudo-coeficiente de determinação. 

 

Dentre os modelos matemáticos testados para 

estimativa do volume individual, o modelo de Schumacher-

Hall é um dos modelos de dupla entrada mais utilizados 

(COSENZA et al., 2018; KOHLER, 2017; PERTILLE et al., 

2018; RODRIGUES et al., 2017; SANTOS et al., 2019), 

normalmente com boa performance de estimativa (RMSE 

entre 9 e 12%). 

Em relação ao estimador por razão, os resultados 

estatísticos da estimativa do volume para acácia negra 

(PÉLLICO NETTO & BEHLING, 2019a) também 

apresentaram valores de RMSE próximos - quando 

comparados ao modelo de Schumacher-Hall. Porém o 

estimador de razão obteve menor viés para as idades de 

até 1,83 anos e o modelo de Schumacher-Hall para as 

idades acima de dois anos (PÉLLICO NETTO & BEHLING, 

2019a). 

Os mesmos autores puderam concluir que o estimador 

por razão é um modelo simples, resultando em estimativas 

não enviesadas dos resíduos, e é tão bom ou até melhor do 

que os modelos ajustados por análise de regressão. 

Uma das vantagens apontadas ao se utilizar o fator de 

forma, é que ele é um método simples e robusto, sendo o 

seu uso muito indicado (SANQUETTA et al., 2016; 

SANQUETTA et al., 2017). 

Neste trabalho, o método do estimador por razão 

apresentou viés negativo, indicando em média uma 

superestimativa do volume individual, e o modelo de 

Schumacher-Hall apresentou um viés positivo. Resultados 

semelhantes foram encontrados na literatura quando o 

modelo de regressão de Schumacher-Hall foi comparado à 

estimativa dos volumes individuais de P. taeda pelo fator 

forma (KOHLER, 2017; PERTILLE et al., 2018). 

A análise gráfica dos resíduos (Figura 3) mostrou que os 

dois métodos tiveram comportamentos semelhantes, com 
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resíduos bem distribuídos, porém com tendência em 

subestimar as árvores de maior volume, tais como 

observados por (KOHLER, 2017). 

 

a 

  

b 

  

Figura 3. Dispersão gráfica dos resíduos x volume estimado 

e volume observado x volume predito para os métodos de 

estimador por razão (a) e pelo modelo de Schumacher-Hall 

(b). 

 

Em outro estudo, os resíduos da estimativa pelo 

modelo de Schumacher-Hall mostraram tendência em 

subestimar o volume comercial em espécies da Amazônia, 

enquanto que o estimador de razão não apresentou 

tendência (CIARNOSCHI, 2020). 

De modo geral, em comparação com os demais 

trabalhos de modelagem do volume, observou-se que os 

métodos que utilizaram fator de forma e o modelo de 

Schumacher-Hall apresentaram as melhores estatísticas de 

ajuste e de distribuição dos resíduos (BONAZZA et al., 

2019; FERRARI et al., 2017; MÔRA et al., 2014; PERTILLE et 

al., 2018; RODRIGUES et al., 2017; SANQUETTA et al., 2017; 

SOUZA et al., 2020; STEPKA et al., 2017).  

Assim, é importante destacar que, dependendo do 

conjunto de dados utilizado nos ajustes, os resultados 

podem variar entre um ou outro método. A escolha do 

melhor método fica a critério de cada pesquisador dado os 

resultados estatísticos de ajuste, bem como das vantagens 

e desvantagens de cada um. 

 

CONCLUSÕES 

 

Os dois métodos avaliados para a estimativa do volume 

individual de Pinus taeda são satisfatórios. No entanto, o 

modelo de Schumacher-Hall apresenta um desempenho 

ligeiramente superior. 
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