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RESUMO 

 
Os dados obtidos com a cubagem de diversas árvores é o método mais utilizado para estimar o volume em novos 
povoamentos usando-se da regressão dos mínimos quadrados (método tradicional). A cubagem é uma prática 
onerosa, portanto, faz-se necessária a utilização de técnicas alternativas com o intuito de obter estimativas 
comparáveis com aquelas que utilizam diversas árvores para a estimativa de volume (método tradicional), para 
reduzir a amostragem de árvores. A calibração da equação mista se destaca entre as alternativas.  O objetivo da 
pesquisa foi ajustar o modelo de volume de Schumacher-Hall em dois níveis (povoamento e parcela) e calibrar esta 
equação utilizando a modelagem mista, comparando-a com as equações obtidas por meio do método tradicional. Os 
dados são provenientes de plantios de Acacia mearnsii De Wild. nos municípios de Cristal, Encruzilhada do Sul e 
Piratini, no estado do Rio Grande do Sul, Brasil. A calibração foi avaliada utilizando nove métodos diferentes. A base 
de dados é composta por 670 árvores com idades variando de 1 a 10,75 anos. As variáveis mensuradas foram 
diâmetro à altura do peito, altura total e volume do fuste. As estatísticas utilizadas para a avaliação foram o 
coeficiente de determinação, erro padrão da estimativa, análise de resíduos e análise gráfica da relação entre o 
volume observado e estimado. A calibração das equações mistas com apenas três árvores, possibilitou a obtenção de 
estimativas próximas as do método tradicional, entretanto, com uma redução considerável do número de árvores 
amostradas para a efetuação da cubagem. A inclusão do nível parcela na modelagem mista, não revelou ganhos 
consideráveis na acurácia, apenas o nível povoamento apresentou resultados satisfatórios para o presente estudo. 
 
PALAVRAS-CHAVE: Agrupamentos, Cubagem, Efeito aleatório, Modelos mistos. 

 
ABSTRACT 

 
Data obtained by scaling several trees is the most used method to estimate volume in new stands using least squares 
regression (traditional method). Scaling is an expensive practice, therefore, it is necessary to use alternative 
techniques to obtain estimates comparable to those that use several trees for volume estimation (traditional 
method), to reduce the sampling of trees. The mixed equation calibration stands out among the alternatives.  The 
objective of this study was to fit the Schumacher-Hall volume model at two levels (stand and plot) and calibrate this 
equation using mixed modeling, comparing it to the equations obtained by the traditional method. The database is 
from Acacia mearnsii De Wild. plantations in the municipalities of Cristal, Encruzilhada do Sul, and Piratini, in the state 
of Rio Grande do Sul, Brazil. Calibration was evaluated using nine different methods. The database is composed of 
670 trees with ages from one to 10,75 years. The variables measured were diameter at breast height, total height, 
and stem volume. The statistics used to evaluate the models were the coefficient of determination, standard error of 
the estimate, residual analysis, and graphical analysis of the relationship between observed and estimated volume. 
The calibration of the mixed equations with three trees allowed to obtain estimates as reliable as those obtained 
from the traditional method, however, with a considerable reduction in the number of trees sampled for the scaling. 
The inclusion of the plot level in the mixed modeling did not provide considerable increases in accuracy, only the 
stand level presented satisfactory results for this study. 
 
KEYWORDS: Clusters, Scaling, Random effects, Mixed models.  
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INTRODUÇÃO 

 

O volume do fuste é uma das variáveis essenciais 

para conhecer o volume de madeira dos plantios 

florestais. Esta variável fornece subsídios para a 

avaliação do estoque de madeira e a análise do 

potencial de rendimento sustentável das florestas (LIU 

et al., 2019) e também fornece informações 

importantes sobre o crescimento, a produção estimada 

e valor econômico de um povoamento, portanto, é 

essencial estimá-lo com um alto nível de confiabilidade 

(DE AZEVEDO et al., 2011; MIGUEL et al., 2018). Existem 

vários métodos para estimar o volume das árvores, 

entre eles: os fatores de forma, os quocientes de forma, 

as equações de volume, multi-volumes e as equações 

de afilamento (BURKHART & TOMÉ, 2012; ADAMEC et 

al., 2019; DE AZEVEDO et al., 2020). 

As equações de volume são comumente usadas 

para estimar o volume de árvores em procedimentos 

de inventário florestal, devido à precisão de suas 

estimativas. Nestas equações o volume da madeira é 

estimado em função de outras variáveis 

dendrométricas, geralmente o diâmetro à altura do 

peito (𝑑𝑎𝑝) e a altura (ℎ) (CAMPOS & LEITE, 2017). 

A regressão dos mínimos quadrados ordinários 

(OLS) em modelos lineares, é o método estatístico mais 

comumente utilizado para a obtenção dos parâmetros 

na estimativa das equações de volume, porém este não 

considera a estrutura hierárquica dos dados em que, as 

árvores medidas estão alocadas dentro das parcelas e 

estas por sua vez estão agrupadas em povoamentos, o 

que ocasiona em uma correlação natural dos dados.  

Além disso, existem diversos fatores que afetam a 

forma e, consequentemente, o volume das árvores 

como, a idade, o clima, a região, os fatores 

topográficos, entre outros (VER PLANCK & 

MACFARLANE, 2014; OU et al., 2016; FORD et al., 2017; 

XIANG et al., 2021). 

O modelo de efeitos mistos é uma ferramenta 

muito eficaz para analisar dados hierárquicos 

(PINHEIRO & BATES, 2000). Cada modelo misto tem 

duas partes - efeitos fixos, que são idênticos para toda 

a população e efeitos aleatórios que se relacionam a 

cada um dos níveis hierárquicos como por exemplo, as 

parcelas e os povoamentos. Os efeitos fixos descrevem 

a influência das covariáveis individuais ou efeitos do 

tratamento em toda a população e os efeitos aleatórios 

explicam a aleatoriedade e heterogeneidade dos dados 

causados por fatores conhecidos e desconhecidos 

(ADAMEC et al., 2019). Esta abordagem de modelagem 

permite analisar dados estruturados hierarquicamente 

de forma mais eficaz do que outras abordagens e pode 

aumentar a precisão das estimativas (HAO et al., 2015). 

Uma das vantagens da utilização dos modelos de 

efeitos mistos é a inclusão de dados dos povoamentos 

de interesse visando calibrar o modelo para uma 

determinada área (ADAMEC et al., 2019) usando o 

EBLUP (Estimated Best Linear Unbiased Predictor). Esta 

técnica permite realizar estimativas de variáveis da 

floresta com precisão satisfatória a partir de poucas 

medições adicionais, reduzindo a amostragem nos 

inventários florestais, bem como os custos e o tempo 

de operação.  

Devido à suas vantagens, a calibração dos modelos 

mistos está sendo cada vez mais estudada à 

modelagem florestal como nos trabalhos de Maltamo 

et al., (2012), que utilizaram a calibração em uma 

equação mista de volume, Hao et al., (2015), que 

utilizaram a calibração do modelo misto para descrever 

a largura da copa de árvores de Cunninghamia 

lanceolata e Han et al. (2021), que utilizaram a 

calibração da equação mista em uma relação 

hipsométrica. 

Sendo assim, as seguintes hipóteses foram 

propostas neste estudo: a calibração do modelo misto 

de volume produz estimativas adequadas e 

semelhantes à abordagem tradicional (em que são 

cubadas muitas árvores)? Quantas e quais árvores 

devem ser amostradas para calibrar as equações de 

volume? E quais níveis de agrupamentos devem ser 

estabelecidos? 

A Acacia mearnsii De Wild., popularmente 

conhecida como acácia-negra, apresenta elevado valor 

econômico, sendo utilizada na forma de celulose, 

carvão e principalmente taninos (HIGA et al., 2009). A 

espécie também apresenta relevância social, pois é 

plantada por diversas famílias, geralmente em 

pequenas e médias propriedades que detém 

aproximadamente 60 - 80% das plantações, no estado 

do Rio Grande do Sul, Brasil (CHAN et al., 2015). A 

floresta alcança sua produção máxima nas idades entre 

7 a 10 anos (rotação da cultura). 

O objetivo geral do trabalho foi calibrar o modelo 
misto de volume de Schumacher-Hall e comparar o 
resultado com equações obtidas pela abordagem 
tradicional. Os objetivos específicos foram: 1) ajustar o 
modelo de volume de Schumacher-Hall para cada 
povoamento pelo método tradicional; 2) ajustar o 
modelo de volume de Schumacher-Hall pelo efeito fixo 
da modelagem mista; 3) calibrar o modelo misto em 
nível de povoamento e de parcela dentro do 
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povoamento, utilizando nove métodos de seleção de 
árvores. 
 
MATERIAIS E MÉDOTOS 
 
Caracterização dos dados 

 

Os dados utilizados no estudo abrangem três 

regiões do estado do Rio Grande do Sul: o município de 

Cristal, Piratini e Encruzilhada do Sul (Figura 1), que 

foram caracterizados pelo clima, relevo e solo 

(MOCHIUTTI, 2007). Cada povoamento é caracterizado 

por uma condição de solo, um período de exposição aos 

elementos meteorológicos e pela competição entre as 

plantas e esses fatores condicionam as características 

dos povoamentos no presente estudo e influenciam na 

alometria das árvores. 

A amostragem abrangeu 12 povoamentos e em 

cada povoamento foram instaladas aleatoriamente, 

quatro parcelas circulares, com área de 78,54 m² cada 

uma. Os parâmetros dendrométricos para cada região 

são apresentados na Tabela 1. 

 

 
Figura 1. Área de cultivo de acácia-negra nas regiões de 

Cristal, Encruzilhada do Sul e Piratini, no 

estado do Rio Grande do Sul. 

 

Tabela 1. Parâmetros dendrométricos dos plantios 

comerciais de acácia-negra nas regiões de 

Cristal, Encruzilhada do Sul e Piratini, estado 

do Rio Grande do Sul.  

Região 𝒅𝒂𝒑 (cm) 𝒉 (m) 
V 

(m³/u.a) 
G 

(m²/u.a) 

Cristal 9,77 12,36 0,859 0,115 

Encruzilhada 
do Sul 

9,87 12,93 0,990 0,128 

Piratini 8,88 11,21 0,895 0,116 

𝑑𝑎𝑝 é o diâmetro à altura do peito médio em cada região em cm; ℎ é 

a altura total média em cada região em m; V é o volume médio das 

parcelas em cada região em m³ por unidade de área e G é a área basal 

média em cada região em m² por unidade de área. 

Em cada região foram amostrados quatro 

povoamentos em diferentes idades, de forma a 

abranger toda a rotação da cultura (10 anos). A idade 

destes povoamentos variou de 1 a 10,75 anos, sendo 

divididos: os povoamentos com 1,83; 3,08; 5,75 e 10,75 

anos em Encruzilhada do Sul, os povoamentos com 

1,75; 2,75; 5,00 e 10,08 anos em Cristal, e os 

povoamentos com 1; 2,33; 5,25 e 9,83 anos em Piratini.  

A base de dados utilizada contém 670 árvores e as 

variáveis mensuradas nas árvores foram a altura total 

(ℎ) e o diâmetro à altura do peito (𝑑𝑎𝑝). O processo de 

cubagem foi efetuado em todas as árvores da parcela e 

o volume (v) foi definido por meio do método Huber (1) 

e o diâmetro mínimo do topo com casca não foi 

considerado. 

𝑣 =  ∑ 𝑔𝑖

𝐼

𝑖=1

𝑙𝑖                                                                        (1) 

em que 𝑣 é o volume total do fuste da árvore, 𝑚3; 𝑔𝑖 é 

a área transversal das extremidades das seções 𝑖, 𝑚2; 

𝑙𝑖 é o comprimento da seção 𝑖, 𝑚. 

 

Estatísticas descritivas  
 
Os dados foram analisados por meio de gráficos de 

dispersão e de estatísticas descritivas das variáveis 
𝑑𝑎𝑝, ℎ e v (Tabela 2). A correlação (𝑟) entre as variáveis 
diâmetro e altura total com o volume observado foi 
utilizada em um modelo de potência, pois os dados 
demonstram uma correlação não linear. 
 
Ajuste do modelo de volume pelo método tradicional 
(testemunha) 

 

A comparação (testemunha) com o ajuste e a 

calibração do modelo misto foi efetuada com o método 

tradicional de ajuste (OLS). Neste método, o ajuste do 

modelo é efetuado para cada povoamento e é exigido 

a mensuração das variáveis diâmetro à altura do peito 

e altura total (𝑑𝑎𝑝, ℎ) de diversas árvores. 

O modelo utilizado no presente trabalho foi o de 

Schumacher & Hall (1933), conforme (2), que foi 

linearizado (3), já que as previsões de efeitos aleatórios 

são mais convenientes para funções lineares: 

v𝑖 = 𝛽0 𝑑𝑎𝑝𝑖
𝛽1ℎ𝑖

𝛽2                                                             (2) 

ln v𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1 ln 𝑑𝑎𝑝 +  𝛽2 ln ℎ                                (3) 

A discrepância logarítmica foi corrigida no modelo 

pelo fator de correção, adicionando a constante 

apresentada em (4) ao valor do coeficiente 𝛽0 no 

modelo 3. 
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Tabela 2. Estatísticas descritivas para as variáveis diâmetro à altura do peito (𝑑𝑎𝑝), altura (ℎ), volume (𝑣) das árvores 
de acácia-negra. 

Grupo Variável Média Mínimo Máximo Desvio Padrão 

1 
𝑑𝑎𝑝 (cm) 2,08 0,64 3,34 0,65 

ℎ (m) 2,97 1,60 4,25 0,60 
𝑣 (m³) 0,0011 0,0002 0,0028 0,0006 

2 
𝑑𝑎𝑝 (cm) 6,95 2,23 10,66 1,60 

ℎ (m) 7,80 4,40 10,20 1,14 
𝑣 (m³) 0,0176 0,0013 0,0413 0,0086 

3 
𝑑𝑎𝑝 (cm) 9,17 2,86 16,55 2,58 

ℎ (m) 11,75 5,40 15,40 1,91 
𝑣 (m³) 0,0458 0,0022 0,1369 0,0284 

4 
𝑑𝑎𝑝 (cm) 11,37 2,55 18,46 3,47 

ℎ (m) 15,32 4,70 20,60 2,99 
𝑣 (m³) 0,0892 0,0014 0,2492 0,0533 

5 
𝑑𝑎𝑝 (cm) 12,92 3,82 23,55 3,88 

ℎ (m) 15,32 4,70 20,60 2,99 
𝑣 (m³) 0,0892 0,0014 0,2492 0,0533 

𝐹𝐶 =
𝑄𝑀𝐸

2
                                                                           (4) 

em que QME é a variância do erro. 

 

O modelo foi ajustado para cada povoamento pelo 

método dos mínimos quadrados ordinários (OLS). Para 

possibilitar a comparação dos resultados do método 

tradicional com os resultados do efeito fixo e com a 

equação mista calibrada, o coeficiente de 

determinação (𝑅2), o erro padrão da estimativa (𝑆𝑦𝑥) e 

o coeficiente de variação (𝑆𝑦𝑥 %) foram calculados 

para cada povoamento e recalculados para toda a base 

de dados. 

Em cada povoamento foram cubadas em média 50 
árvores, portanto este valor será referência para 
comparação com a equação mista calibrada. 
 
Modelagem mista – ajuste dos efeitos fixos e 
calibração da equação de volume 

O modelo básico da modelagem mista (5), segundo 

Pinheiro & Bates (2000), é apresentado como: 

𝐸[𝑌𝑘] = 𝑋𝑘𝛽                                                                      (5) 

em que 𝑌𝑘 é o vetor das observações de 𝑦 para o cluster 

𝑘; 𝑋𝑘 é uma matriz contendo os valores das variáveis 

independentes para o cluster 𝐾; 𝛽 é o vetor de 

coeficientes de efeito fixo, que não varia entre os 

clusters do modelo. 

 

Ao assumir parcelas distribuídas em diversos locais 

e idades, as estimativas do efeito fixo não se tornam 

apropriadas. Para acomodar as diferentes relações 

entre as variáveis independentes do modelo (𝑑𝑎𝑝 e ℎ) 

e a forma das árvores, é necessário a adição de efeitos 

aleatórios no modelo (5), resultando em uma resposta 

média que varia entre os clusters e é mais apropriada, 

apresentada em 6: 

𝐸[𝑌𝑘|𝑏𝑘] = 𝑋𝑘𝛽 + 𝑍𝑘𝑏𝑘 + ɛ                                          (6) 

𝑏𝑘~𝒩(0, 𝐷) 

ɛ~𝒩(0, 𝑅) 

em que 𝑍𝑘 é a matriz para os componentes aleatórios 

da equação; 𝑋𝑘 = 𝑍𝑘  que representa as variáveis 

independentes do modelo; 𝛽 é o vetor de efeito fixo e 

é obtido pelos mínimos quadrados generalizados (GLS); 

𝑏𝑘 é o vetor de efeitos aleatórios, com matriz de 

variância-covariância D (7) e que pode ser dividido para 

incluir componentes aleatórios de níveis desejados; ɛ é 

o resíduo, com distribuição normal e matriz de 

variância-covariância 𝑅𝑘 (8). 

𝑉𝑎𝑟[𝑏𝑘] = 𝐷 =

[

𝑣𝑎𝑟(𝑏0) 𝑐𝑜𝑣(𝑏0, 𝑏1) 𝑐𝑜𝑣(𝑏0, 𝑏2)
𝑐𝑜𝑣(𝑏0, 𝑏1) 𝑣𝑎𝑟(𝑏1) 𝑐𝑜𝑣(𝑏1, 𝑏2)
𝑐𝑜𝑣(𝑏0, 𝑏2) 𝑐𝑜𝑣(𝑏1, 𝑏2) 𝑣𝑎𝑟(𝑏2)

]                    (7) 

 

𝑉𝑎𝑟[ɛ] = 𝑅 =

[

𝑣𝑎𝑟(ɛ1𝑖) 𝑐𝑜𝑣(ɛ1𝑖 , ɛ2𝑖) 𝑐𝑜𝑣(ɛ1𝑖 , ɛ𝑛𝑖)
𝑐𝑜𝑣(ɛ1𝑖 , ɛ2𝑖) 𝑣𝑎𝑟(ɛ2𝑖) 𝑐𝑜𝑣(ɛ2𝑖 , ɛ𝑛𝑖)
𝑐𝑜𝑣(ɛ1𝑖 , ɛ𝑛𝑖) 𝑐𝑜𝑣(ɛ2𝑖 , ɛ𝑛𝑖) 𝑣𝑎𝑟(ɛ𝑛𝑖)

]             (8) 

A predição dos efeitos aleatórios da equação mista 

é efetuada pelo EBLUP (estimativa do melhor preditor 

imparcial). Para o EBLUP é necessária a estimativa 

confiável dos componentes de variância, através da 

máxima verossimilhança residual ou restrita (REML) 

(RESENDE, 2016).  

Assim, os parâmetros de cluster específico (𝑏𝑘) são 

estimados por REML/EBLUP, apresentado em (9): 
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�̂�𝑘 = 𝐷𝑍𝑘 ′ (𝑍𝑘  𝐷𝑍𝑘  ′ + 𝑅)−1𝑟𝑒𝑠                                (9) 

em que 𝑟𝑒𝑠 é o resíduo entre o volume observado e o 

volume estimado pela parte fixa da equação mista. 

 

No presente trabalho, o primeiro nível foi 

representado pelo efeito fixo da equação mista, o 

segundo nível (cluster) como os povoamentos, devido 

ao interesse prático e econômico de ajustar modelos 

para povoamentos (talhões com a mesma idade) e o 

terceiro nível como parcela, assumido dentro de cada 

grupo de povoamento. As variáveis independentes 

para os coeficientes de efeito fixo e aleatório são as 

mesmas (𝑑𝑎𝑝 e ℎ). 

Assim, o modelo (3) pode ser reescrito em termos 

de efeitos fixos (𝛽𝑗) e aleatórios (𝑏𝑘), conforme (10). 

ln v𝑖𝑘 = 𝛽0 + 𝛽1 ln 𝑑𝑎𝑝𝑖𝑘 +  𝛽2 ln ℎ𝑖𝑘 + 𝑏0𝑘 +

𝑏1𝑘 ln 𝑑𝑎𝑝𝑖𝑘 +  𝑏2𝑘 ln ℎ𝑖𝑘 + 𝑏0𝑗𝑘 + 𝑏1𝑗𝑘 ln 𝑑𝑎𝑝𝑖𝑘 +

 𝑏2𝑗𝑘 ln ℎ𝑖𝑘                                                                       (10) 

em que v𝑖𝑘 é o volume do fuste da i-ésima árvore na k-

ésima parcela, m³; 𝑑𝑎𝑝𝑖𝑘  é o diâmetro à altura do peito 

da i-ésima árvore na k-ésima parcela, cm; ℎ𝑖𝑘  é a altura 

da i-ésima árvore na k-ésima parcela, m; 𝛽0, 𝛽1 e 𝛽2 são 

os coeficientes de efeito fixo; 𝑏0𝑘, 𝑏1𝑘 e 𝑏2𝑘 são os 

coeficientes de efeito aleatório para o cluster 

povoamento na parcela 𝑘; 𝑏0𝑗𝑘, 𝑏1𝑗𝑘 e 𝑏2𝑗𝑘 são os 

coeficientes de efeito aleatório para o cluster na 

parcela 𝑘. 

 

O processamento dos dados foi efetuado por meio 

do Software SAS Studio (on demand for academics) e 

Microsoft Excel (2013). Um exemplo prático é 

apresentado no Apêndice I. 

 

Calibração da equação de volume por grupos de 
povoamento e parcela 

 

O volume das árvores varia de acordo com a idade 

do povoamento, ou seja, quanto maior for a idade do 

povoamento, maior será o volume total da árvore. 

Sendo assim, os povoamentos foram separados em 

grupos de idades (5 grupos) para se efetuar a 

calibração, pois, desta maneira, foram evidenciados os 

efeitos de mudança no volume das árvores. O grupo 1 

era um povoamento muito jovem (1 ano), o grupo 2 era 

o povoamento jovem (1,75 e 1,83 anos), o grupo 3 era 

o povoamento médio – inicial (2,33 à 3,08 anos), o 

grupo 4 era o povoamento médio – avançado (5 a 5,75 

anos) e o grupo 6 era o povoamento maduro (9,83 à 

10,75 anos).  

Os ajustes foram repetidos 4 vezes, considerando 3 

parcelas selecionadas aleatoriamente para ajuste e 

uma parcela para calibração. Os resultados 

apresentados referem-se à rodada 1 de 4 (selecionada 

aleatoriamente), assim, as parcelas para calibração 

foram: parcela 9 (idade 9,83 anos); parcela 13 (idade 5 

anos); parcela 48 (idade 2,33 anos); parcela 37 (idade 

1,75 anos) e parcela 34 (idade 1 ano), totalizando 66 

árvores. As demais parcelas foram utilizadas no ajuste 

da equação (605 árvores). 

A calibração da equação exigiu a amostragem de 

árvores, a mensuração de variáveis independentes e 

dependentes e foi testada observando-se os critérios 

de seleção determinados pelos autores:  

1A: é a calibração utilizando a árvore com maior 

valor da variável 𝑑𝑎𝑝 para cada grupo de povoamento 

na base de dados;  

2A: é a calibração utilizando as duas árvores com 

maiores valores da variável 𝑑𝑎𝑝 para cada grupo de 

povoamento na base de dados;  

3A: é a calibração utilizando as três árvores com 

maiores valores da variável 𝑑𝑎𝑝 para cada grupo de 

povoamento na base de dados;   

4A: é a calibração utilizando as quatro árvores com 

maiores valores da variável 𝑑𝑎𝑝 para cada grupo de 

povoamento na base de dados;   

5A: é a calibração utilizando as cinco árvores com 

maiores valores da variável 𝑑𝑎𝑝 para cada grupo de 

povoamento na base de dados;   

6A: é a calibração utilizando a árvore mediana da 

variável 𝑑𝑎𝑝 para cada grupo de povoamento na base 

de dados;  

7A: é a calibração utilizando uma árvore aleatória 

em cada grupo de povoamento na base de dados;  

8A: é a calibração utilizando três árvores, a menor, 

a árvore média e a maior para a variável 𝑑𝑎𝑝 em cada 

grupo de povoamento na base de dados;  

9A: é a calibração utilizando três árvores, sendo a 

árvore média, a árvore média menos dois desvios 

padrões e a árvore média mais dois desvios padrões da 

variável 𝑑𝑎𝑝 para cada grupo de povoamento na base 

de dados. 

 
Avaliação das equações de volume calibradas 

 

A avaliação das estimativas de volume pelos 

métodos tradicional, efeito fixo e equação calibrada foi 

efetuada por meio das estatísticas: erro padrão da 

estimativa (i) (11), do coeficiente de variação (ii) (12) e 

do coeficiente de determinação (iii) (13). 
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Erro padrão da estimativa (m³):  

𝑆𝑦𝑥 =
√∑ (𝑦𝑖−ȳ𝑖)2𝑛

𝑖=1

𝑛−𝑝
                                                         (11) 

Coeficiente de variação (%): 

𝐶𝑉 𝑜𝑢 𝑆𝑦𝑥 % =
𝑆𝑦𝑥 

ȳ𝑖
∗ 100                                            (12) 

Coeficiente de determinação:  

𝑅2 = 1 −  
∑ (𝑦𝑖−�̂�𝑖)2𝑛

𝑖=1

∑ (𝑦𝑖−ȳ𝑖)2𝑛
𝑖=1

                                                      (13) 

em que 𝑦𝑖 é o valor do volume observado na árvore  𝑖, 

m³; ȳ𝑖 é o valor do volume médio observado por idade, 

m³; ŷ𝑖 é o valor do volume estimado pelas equações na 

árvore 𝑖, m³. 

O critério de seleção do método de calibração 

escolhido como o mais apropriado se baseou em: o    

resultado das estatísticas das equações calibradas não 

deveria se afastar mais do 5 % em relação as estatísticas 

obtidas por meio do método tradicional. 

Gráficos de dispersão dos volumes observados e 

estimados foram gerados em função da variável 

combinada (𝑑²ℎ), para facilitar a visualização dos 

resultados o 𝑑𝑎𝑝 foi transformado em metros na 

confecção dos mapas. Gráficos de resíduos para o 

método tradicional, efeito fixo e equação calibrada 

também foram gerados. 

A avaliação das condicionantes da regressão foi 

realizada e por meio da transformação logarítmica os 

resíduos da equação se aproximaram da normalidade e 

da homogeneidade.  

 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

 

Correlação das variáveis 
 

A correlação do diâmetro à altura do peito e da 

altura com o volume são acurados (Figura 2). Os 

maiores valores de correlação (0,9672 a 0,9913) são 

entre a variável 𝑑𝑎𝑝 e 𝑣, quando comparados aos 

valores de correlação de ℎ com 𝑣 (0,8525 a 0,9439). 

Esse fato ocorre porque, a culminação do incremento 

da variável altura das árvores acontece primeiro, e logo 

depois ocorre a culminação do crescimento em 

diâmetro, aumentando a relevância do diâmetro à 

altura do peito na estimativa do volume, 

principalmente nas maiores árvores (MOTALLEBI & 

KANGUR, 2016). 

Figura 2. Correlação das variáveis dap (cm) e h (m) com os grupos de idade e dispersão do volume nos grupos de idade, 

oriundos dos plantios comerciais de acácia-negra no estado do Rio Grande do Sul. 

 

Os valores de correlação também variam entre os 

grupos de povoamentos, apresentando maiores 

valores nos povoamentos mais maduros (9,83 a 10,75 

anos), quando as dimensões que as plantas atingem na 

floresta estão mais definidas (YANG et al., 2019). Para 

o diâmetro à altura do peito, a correlação aumenta nos 

grupos de povoamentos mais maduros. Já para a altura 

total, o valor de correlação aumenta até certo grupo de 

povoamento (Grupo 4) e então se estabiliza. 

Os povoamentos, caracterizados pelas condições 

meteorológicas, genéticas, de solo e de competição 

entre as plantas, afetam a forma das árvores e estes 

efeitos ambientais e genéticos representados pelos 

povoamentos, devem ser levados em consideração nas 
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modelagens volumétricas (XIANG et al., 2021). 

Conforme evidenciado em um trabalho por Péllico Neto 

& Behling (2019), as relações alométricas dos volumes 

de acácia-negra variam entre as idades (povoamentos), 

indicando a importância em quantificar estas 

alterações nas modelagens. 

A alometria das árvores não varia de forma 
sistemática entre os povoamentos, portanto adicionar 
um efeito fixo em um modelo para obter as variações 
ambientais que ocorrem nos povoamentos não é a 
opção mais apropriada, ou seja, ao adicionar o 
povoamento como um efeito aleatório em um modelo, 
o pesquisador deseja que outras variações sejam 
adicionadas, como as alterações de sítio e locais onde 
os povoamentos estão localizados. (FORTIER et al, 
2017). 

 
Modelo de volume ajustado pelo método tradicional  

 

A variação dos coeficientes da equação �̂�0, �̂�1 e �̂�2 

nas duas bases de dados (605 e 66 árvores) foi alta 

(Tabela 3). Na primeira base de dados, a variação foi de 

16 %, 38 % e 40 % respectivamente para os coeficientes 

�̂�0, �̂�1 e �̂�2 e para a segunda base de dados, a variação 

foi de 23 %, 46 % e 55 %, respectivamente, revelando 

que as correlações das variáveis 𝑑𝑎𝑝 e ℎ com o volume 

se alteram nas idades (CHEN et al, 2020), devido às 

interações que acontecem nas florestas. Os valores do 

coeficiente de determinação (𝑅²), do erro padrão da 

estimativa (𝑆𝑦𝑥) e do coeficiente de variação (𝑆𝑦𝑥 %) 

foram acurados. Para a primeira base de dados, o 𝑅² 

variou de 0,940 a 0,992, o 𝑆𝑦𝑥 variou de 0,0001 a 

0,0122m³ e o 𝑆𝑦𝑥 % variou de 5,18 a 12,63 % e para a 

segunda base de dados, o 𝑅² variou de 0,788 a 0,993 e 

os valores de 𝑆𝑦𝑥 e o 𝑆𝑦𝑥 % variaram de 0,0001 a 

0,0072m³ e de 4,17 a 22,20 % respectivamente. 

Todas as estatísticas apresentaram valores mais 

acurados nos povoamentos médios - avançados (idades 

de 5 e 5,25 anos), próximos à idade de rotação, quando 

há interesse na estimativa de volume com maior 

acurácia, demonstrando que os modelos tradicionais 

ajustados por povoamento são adequados, porém com 

esforços na realização da cubagem maiores em que, 

são cubadas em média 50 árvores. 

 

Tabela 3. Equações ajustadas para a base de ajuste (605 árvores) e para a base de dados de calibração (66 árvores), 

pelo método tradicional e as estatísticas utilizadas para comparação (𝑹², 𝑺𝒚𝒙 e 𝑺𝒚𝒙 %), para os grupos de 

povoamento, parcela e para o geral dos plantios comerciais de acácia negra, localizados no Rio Grande do Sul. 

Idade (povoamento) �̂�𝟎 �̂�𝟏 �̂�𝟐 𝑹² 𝑺𝒚𝒙 𝑺𝒚𝒙 % 
605 árvores 

1 -8,462 1,256 0,629 0,940 0,0001 12,63 
1,75 -9,777 1,736 1,102 0,980 0,0012 6,66 
1,83 -9,374 1,807 0,858 0,978 0,0011 7,36 
2,33 -9,529 1,892 0,859 0,979 0,0046 7,11 
2,75 -9,501 1,945 0,829 0,990 0,0019 5,27 
3,08 -9,533 2,049 0,724 0,973 0,0031 8,97 

5 -10,086 1,715 1,225 0,982 0,0053 6,52 
5,25 -9,668 1,979 0,844 0,992 0,0040 5,18 
5,75 -9,957 1,748 1,146 0,988 0,0069 6,24 
9,83 -9,895 1,848 1,038 0,983 0,0122 9,14 

10,08 -9,555 1,929 0,866 0,986 0,0097 8,05 

10,75 -9,551 1,876 0,902 0,987 0,0075 6,39 

Tradicional    0,992* 0,0057* 8,55* 

66 árvores 

1 -8,447 1,031 0,759 0,888 0,0001 17,40 
1,75 -9,671 1,925 0,906 0,788 0,0048 22,20 
2,33 -11,004 1,600 1,696 0,984 0,0043 5,35 

5 -10,794 1,542 1,655 0,993 0,0026 4,17 
9,83 -10,407 1,823 1,245 0,993 0,0072 4,85 

Tradicional    0,997* 0,0040* 7,39* 
�̂�0, �̂�1 e �̂�2 são os coeficientes da equação,  𝑅² é o coeficiente de determinação, 𝑆𝑦𝑥  é o erro padrão da estimativa em metros (m³) e 𝑆𝑦𝑥 % é o 

coeficiente de variação (%). * A média dos valores de 𝑅², 𝑆𝑦𝑥  e 𝑆𝑦𝑥 % foi calculado após o ajuste em cada povoamento. 

 
Modelo de volume ajustado pelo efeito fixo da 
equação mista 

 

As matrizes de variância/covariância (D) para o nível 

povoamento ([
0,1634 −0,1390

−0,1390 0,1184
]) e para o nível 

parcela dentro do povoamento 

([
0,1768 −0,0017

−0,0017 0,0017
]), e de erro (R = 0,0061) 

utilizadas na calibração da equação mista demonstram 

que os valores da matriz variância/covariância entre os 
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povoamentos são maiores que os valores entre as 

parcelas, sugerindo que a adição deste último cluster 

(parcela) não é justificável para o presente trabalho 

uma vez que, as parcelas estão alocadas em condições 

de plantios e tratos silviculturais similares (QI et al., 

2020).  

As estatísticas do ajuste pelo efeito fixo do modelo 

misto e pelo método tradicional revelaram que os 

valores do ajuste tradicional (𝑅²= 0,992 e 0,997, 

𝑆𝑦𝑥 %= 8,559 e 7,399 %) foram superiores aos obtidos 

no efeito fixo do modelo misto (𝑅²= 0,981 e 0,993, 

𝑆𝑦𝑥 %= 13,249 e 13,227 %) para ambas as bases de 

dados (Tabela 4). É notável que o modelo tradicional 

ajustado para cada povoamento apresentou maior 

acurácia que o modelo fixo ajustado para todas os 

povoamentos; esse resultado ressalta a existência de 

agrupamentos entre os grupos de povoamento. Outros 

trabalhos reforçaram esses resultados, como o de 

Abreu (2020), que detectou resultados melhores nos 

modelos mistos quando comparados àqueles apenas 

com efeito fixo, na estimativa de volume das árvores 

em uma floresta nativa em Minas Gerais, Brasil. 

 

 

Tabela 4. Equações ajustadas pelo efeito fixo do modelo misto para toda a base de dados e as estatísticas utilizadas 

para sua comparação com a equação tradicional geral dos plantios comerciais de acácia negra, localizados no 

Rio Grande do Sul. 

  �̂�𝟎 �̂�𝟏 �̂�𝟐 𝑹² 𝑺𝒚𝒙 𝑺𝒚𝒙 % 

605 árvores 
Tradicional    0,992 0,0057 8,55 

Fixo -9,454 1,794 0,922 0,881 0,0089 13,24 

66 árvores 
Tradicional    0,997 0,0040 7,39 

Fixo    0,993 0,0070 13,22 

�̂�0, �̂�1 e �̂�2 são os coeficientes da equação,  𝑅² é o coeficiente de determinação,  𝑆𝑦𝑥  é o erro padrão da estimativa em metros (m³) e 𝑆𝑦𝑥 % é o 

coeficiente de variação (%). 

 
Calibração da equação mista 

 

Nesta calibração a base de dados utilizada foi de 66 

árvores, separadas aleatoriamente por grupos de 

povoamento e parcela. As diferenças em porcentagem 

relativa entre as estatísticas utilizadas em cada 

calibração e do efeito fixo para o método tradicional 

revelaram que as diferenças de 𝑅² foram abaixo de 5% 

e os valores de 𝑆𝑦𝑥 % ficaram acima de 5% no efeito 

fixo da equação mista (9,83 anos), na calibração 7A 

(2,33 anos) e na idade 1 ano em todas as calibrações no 

efeito fixo, reforçando os resultados encontrados nas 

outras abordagens. 

A equação calibrada pelo método selecionado (3A) 

(Tabela 5) revelou valores de 𝑅² que variaram de 0,79 a 

0,99 e de 𝑆𝑦𝑥 % que variaram de 4,67 a 24,14 %. Os 

valores apresentados na equação calibrada geral (𝑅²= 

0,997 e 𝑆𝑦𝑥 %= 8,74 %) foram melhores quando 

comparados aos obtidos no efeito fixo (𝑅²= 0,993 e 

𝑆𝑦𝑥 %= 13,23 %) e semelhantes ao ajuste tradicional 

(𝑅²= 0,998 e 𝑆𝑦𝑥 %= 7,4 %), com uma diferença de 

apenas 0,1 % para o 𝑅² e 15 % para o 𝑆𝑦𝑥 %.  

Os valores dos coeficientes dos grupos de 

povoamento (�̂�1 e �̂�2) realçaram as relações existentes 

nos povoamentos, em que as correlações foram 

crescentes para o diâmetro à altura do peito (�̂�1) e 

decrescentes para a altura total (�̂�2), uma vez que, as 

árvores tendem a crescer primeiramente em altura (�̂�2) 

e depois em 𝐷𝐴𝑃 (�̂�1), diminuindo os valores 

associados à altura e aumentando os valores 

associados ao diâmetro (KING, 2011). Os coeficientes 

das parcelas (�̂�12 e �̂�22) apresentaram valores menores 

(-0,006 a 0,005), indicando que estas influenciaram 

pouco na calibração da equação. Este fato acontece 

porque as parcelas do presente estudo estão em 

condições de plantios e tratos silviculturais 

semelhantes (de SOUZA VISMARA et al., 2016). 

Resultados contrários foram encontrados por Bouriaud 

et al. (2019), em que o ganho no uso de efeitos 

aleatórios foi maximizado, pois os talhões usados para 

calibração foram amostrados em locais com condições 

de cultivo muito diferentes. Os coeficientes �̂�1, �̂�2, �̂�12 

e �̂�22 não apresentaram uma variação sistemática entre 

os povoamentos, ressaltando a necessidade de 

adicionar os povoamentos como um efeito aleatório. 

Os gráficos de dispersão dos volumes observados e 

estimados pelos métodos tradicionais, efeito fixo e 

equação mista calibrada (3A) apresentados na Figura 

3A reforçaram que as estimativas efetuadas pela 

equação tradicional e pela equação mista calibrada se 

aproximam à medida que a idade do povoamento 

aumenta e que as duas estimativas permanecem 

próximas aos dados observados.  
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Tabela 5. Equações ajustadas pela equação mista calibrada (3A) para os grupos de povoamento, da parte fixa e as 

estatísticas utilizadas para comparação, pelo método tradicional, para a parte fixa e para toda a base calibrada 

pelo método 3A das parcelas selecionadas para calibração dos plantios comerciais de acácia-negra, 

localizados no Rio Grande do Sul. 

Grupo Idade  �̂�𝟎  �̂�𝟏   �̂�𝟐   �̂�𝟏  �̂�𝟐  �̂�𝟏𝟐  �̂�𝟐𝟐  𝑹² 𝑺𝒚𝒙 % 

1 1 -9,45 1,79 0,92 -0,33 0,29 -0,02 0,02 0,79 24,14 
2 1,75 -9,45 1,79 0,92 0,13 -0,11 0,01 -0,01 0,79 22,06 

3 2,33 -9,45 1,79 0,92 -0,01 0,01 -0,002 0,002 0,97 6,83 
4 5 -9,45 1,79 0,92 -0,009 0,007 0,001 -0,001 0,99 4,67 
5 9,83 -9,45 1,79 0,92 0,16 -0,14 0,005 -0,006 0,99 5,56 

Trad.         0,998 7,40 
Fixo  -9,45 1,79 0,92     0,993 13,23 

Calib.         0,997 8,74 

�̂�0, �̂�1 e �̂�2 são os coeficientes fixos da equação,  �̂�1, �̂�2,  �̂�12 e  �̂�22 são os coeficientes aleatórios da equação, 𝑅² é o coeficiente de determinação e 

𝑆𝑦𝑥 % é o coeficiente de variação (%). 

 

Já os volumes estimados pelo efeito fixo se afastam 

da equação tradicional à medida que o povoamento 

envelhece. Na Figura 3B estão apresentados os 

resíduos dos ajustes da equação tradicional, do efeito 

fixo e da equação calibrada, com valores variando de -

0,04 a 0,04 m³, revelando que a equação tradicional e a 

equação mista calibrada apresentam a mesma 

tendência na distribuição de resíduos e que o efeito fixo 

apresenta resíduos mais dispersos (subestimando os 

valores). 

Resultados semelhantes foram encontrados por 

Sharma & Breidenbach (2015), os quais apresentaram 

em seu trabalho que, a utilização de uma ou duas 

árvores na calibração de uma equação mista 

hipsométrica pode funcionar adequadamente em 

povoamentos homogêneos, já Adamec et al. (2019), 

ajustaram e calibraram uma equação mista para 

estimar o volume de árvores Picea abies. Estes autores 

ajustaram uma equação de afilamento e obtiveram 

valores mais precisos, quando a calibração foi realizada 

com medições do diâmetro superior em duas alturas (5 

e 7 m) simultaneamente.  

É importante destacar também que a acurácia da 

calibração depende do número e tamanho das árvores 

escolhidas (SHARMA et al., 2017). Em algumas 

situações, a utilização de mais árvores na calibração 

pode melhorar as estimativas, como na calibração 5A 

(com as cinco maiores árvores em 𝑑𝑎𝑝) no 

povoamento com cinco anos neste trabalho, em que a 

diferença relativa entre os métodos tradicional e 

calibrado foi 𝑅²= 0,00 e 𝑆𝑦𝑥 %= 0,09 %, contudo, a 

cubagem é uma operação que demanda tempo, é 

onerosa e uma avaliação de custos é necessária (YANG 

et al., 2020). 

As perguntas efetuadas neste trabalho estão 

respondidas a seguir: 

• A calibração do modelo misto de volume produz 

estimativas adequadas e semelhantes à 

abordagem tradicional (em que são cubadas 

muitas árvores)? Sim, na calibração do modelo 

misto de volume foram apresentados resultados 

semelhantes aos obtidos pela modelagem 

tradicional, possibilitando uma redução de 94% na 

amostragem em novos povoamentos. 

• Quantas e quais árvores devem ser amostradas 

para calibrar as equações de volume? Foi 

necessária a amostragem de três árvores (3A), 

sendo estas as maiores árvores em 𝑑𝑎𝑝 de cada 

grupo de povoamento. 

• Quais níveis de cluster devem ser estabelecidos? 

Apenas o agrupamento de povoamento 

apresentou resultados satisfatórios para os dados 

do presente trabalho. A calibração em nível de 

povoamento e parcela não revelou ganhos 

consideráveis na acurácia. 

 

CONCLUSÃO 

 

O método da modelagem mista calibrada para a 

estimativa de volume é eficiente e comprova a 

existência de clusters no povoamento. A calibração das 

equações mistas com apenas três árvores possibilita a 

obtenção de estimativas próximas das encontradas na 

aplicação do método tradicional (cubagem de várias 

árvores na parcela), principalmente nos povoamentos 

próximos da idade de rotação, em que seriam cubadas 

em média, 50 árvores, revelando a redução de 94% na 

cubagem em novos povoamentos. Já a utilização dos 

agrupamentos por parcelas dentro dos povoamentos 

não apresenta melhorias relevantes na calibração do 

volume.  
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3A 

 
3B 

 
Figura 3. A. Dispersão do volume observado (m³) e dos volumes estimados (m³) pelos: método tradicional, efeito fixo e 

equação mista calibrada (3A), em função da variável combinada 𝑑²ℎ (m³) das parcelas selecionadas para 

calibração nos plantios comerciais de 670 árvores de acácia negra, localizados no Rio Grande do Sul. 3B. 

Gráficos de resíduos das equações tradicional (testemunha), do efeito fixo e da equação calibrada para os 

dados de validação (66 árvores) nos plantios comerciais de acácia-negra, localizados no Rio Grande do Sul. 
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APÊNDICE I 
 

PROC MIXED COVTEST maxiter=3000;                                         1 

CLASS idade parcela;                                                                       2 

MODEL lnb = lnd lnh / solution;                                                    3 

RANDOM lnd lnh / SUB=idade g v TYPE=un ;                             4 

RANDOM lnd lnh / SUB=parcela (idade) g v TYPE=un ; 

run; 

 
em que:  
1 - COVTEST = gera resultados de teste de hipóteses para os 
componentes de variância e covariância (também conhecidos 
como efeitos aleatórios). 
 
2 - CLASS = indica as variáveis de agrupamento, no presente 
estudo será povoamento (representado por idade) e parcela. 
 
3 - MODEL = especifica os efeitos fixos a serem incluídos no 
modelo, no presente estudo serão as variáveis independentes 
na forma logarítmica (lnd e lnh). 
 
4 - RANDOM = especifica os efeitos aleatórios a serem 
estimados, no presente estudo serão as variáveis 
independentes na forma logarítmica (lnd e lnh).     SUB = 
corresponde ao cluster. Especificamente, neste estudo: sub= 
idade ou sub= parcela (idade), ordena ao SAS que estime cada 
um dos efeitos aleatórios, dentro do nível 2 (sub= idade) e do 
nível 3 [sub= parcela (idade) ] e as componentes de variância 
resultantes são estimativas da variação das respostas médias 
subjacentes entre as unidades de nível 2 e 3. 
   TYPE = especifica qual a estrutura de covariância (matriz G) 
a utilizar ao estimar os efeitos aleatórios. No presente estudo, 
TYPE = un, pois este TYPE é útil para modelos de coeficientes 
aleatórios correlacionados. 


