ANALISE ESTATISTICA DOS ERROS DE
CENTRAGEM E PONTARIA

Jair Mendes Marques
Universidade Tuiuti do Parana
R. Marcelino Champagnat, 505 — CEP 80710-250
e-mail: jairmm@utp.br

RESUMO
O objetivo deste trabalho consiste no desenvolvimento de uma analise estatistica dos
erros e centragem dos instrumentos e também dos erros de pontaria. O
desenvolvimento da fungdo densidade de probabilidade dos erros permite uma
analise inferencial dos mesmos. Sdo realizadas algumas simulagdes ¢ a analises dos
resultados obtidos.

ABSTRACT
This paper deals with the statistical analysis for the centring errors of the instrument
and the target. The probability density function of errors allows an analysis of the
same ones. Simulations and analyses of the obtained results are accomplished.

1. INTRODUCAO

Quando do uso de instrumentos que necessitam de centragem, envolvendo a
obtengdo de dados de alta precisdo, o estudo do erro de centragem ¢ fundamental
para que se possa conhecer melhor o comportamento do mesmo, bem como sua
possibilidade de correcdo. No caso do erro de pontaria, o estudo e a analise sdo
semelhantes ao do erro de centragem.

A importancia do conhecimento do comportamento estatistico dos erros de
centragem e pontaria estd relacionado as estimativas dos mesmos, tornando-os
possiveis de controle.

2. A DISTRIBUICAO DE RAYLEIGH
Seja a fungdo densidade de probabilidade de uma distribui¢do normal

bidimensional
2 2
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f(x,y)=

onde p,=E(X), p,=E(Y), 0, =V(X), 0, =V(Y) ¢ p=corr(X.Y).

Bol. Ciénc. Geod., Curitiba, v. 5, p.15-26, 1999.



Considerando que o ponto de centragem corresponde a P(p , py) onde p,=p, =0
e que p =0, ou seja, que o erro de fixacdo do ponto P independe das diregdes de X
e Y, entdo, para garantir que qualquer par de eixos escolhidos fornece p = 0, deve-
se ter Gi = Gi =c.

Com as suposicdes propostas, a (2.1) fica

1 o, 0]
f(X’Y)zz,wZ exq—zgz (x +y )J, ~o<x<+ow, -o<y<+ow (2.2)

que passando para coordenadas polares, obtém-se

g(1,0) = f[Gy(,6), Ga(r,0)] [J(r,0)] (23)

onde

fIG,(r,0),G, (r,0)]=

expL—

1 2
= exp(— 2r02 j r>0, 0<0<2m 2.4)
€
0x Ox
~  Anl |cosO® -—r.sen
J]= g; gg “lsen® r Cosee‘zr.cos2 O+r.sen’B=r. (2.5
o 09

Substituindo a (2.4) e (2.5) em (2.3) resulta

)
g(r,0)= exp( >y, 120,0<0<2n (2.6)
26" )

sendo a fungdo densidade marginal de 6 dada por

—_— < <

,(©) = [r0ar = [

ou seja, resulta numa fun¢do densidade uniforme. A fungdo densidade marginal de r
sera
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2n moT r’ r r’
h,(r)= Lg(r,e)de 2_[) — exp[— F}de =2 exp(—

270 20

que ¢ conhecida como distribuiciio de Rayleigh.

17

zj, r>0

2.8)

A figura 2.1 mostra graficamente a distribuicdo de Rayleigh para c = 1.

As variaveis r ¢ 0 sdo independentes, pois

2
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g(r,e) = h1 (6) h2 (6) = —2 eXp —_
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Figura 2.1 - Distribui¢do de Rayleigh

A esperanga ¢ variancia de r sdo, respectivamente,

PRIENEIS
(r)= r.czexp Py r=c 5

2.9)

( Z) _
V()= E(?)-[E@®)]” = 267 _LG\/EJ :(4 njcz =0,43c". (2.10)
2 2

Genericamente, tem-se que
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E(r“):ch“r{nJrﬂ (2.11)
> J . .
2
Utilizando-se a transformagdo VvV =—, resulta
1 v
h(v) = 3 exp(— Ej v>0 (2.12)

ouseja, v~y (2).
A funcdo distribuicdo acumulada de Rayleigh sera dada por

Ir u u? 2 )
H(r)=P(R<r)= 0gexp Y du=1-exp, —E), r>0. (2.13)

A figura 2.2 mostra graficamente a funcdo distribui¢io acumulada de
Rayleigh.

Figura 2.2 — Distribui¢do Acumulada de Rayleigh

3. RELACAO ENTRE DIRECAO E DISTANCIA
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A figura 3.1 permite relacionar dire¢do e distdncia, onde [ representa a
posicdo do instrumento, supostamente sem erro de centragem, ¢ A representa o alvo
onde ocorre erro de pontaria, sendo que a visualizagdo acontece no ponto E.

De acordo com a construgdo da figura 3.1, tem-se que r.sen 6 causa
variabilidade na distdncia, enquanto que r.cos 0 causa variabilidade na direcio.

Assim, as variancias de interesse na determinac¢do das variancias das direg¢des

A . ~ 2 2 ~ ‘A .
e distancias sdo Gy € Oy, €nao avariancia der.

Y
I
r.sen 0 E
T
A r.cos 0 X

Figura 3.1 — Relagdo entre diregdo e distancia
4. VARIANCIAS TOTAIS DE DIRECOES E DISTANCIAS

(I) Para as distancias

Supondo que os erros de medidas sejam independentes dos erros de centragem
. L . . 2
do instrumento e que esses sejam independentes dos erros de pontaria, considere o;

A . 2 a 2
= variancia de centragem do instrumento, o, = variancia de centragem do alvo, o]

= variancia da medida da distancia e 62D = variancia da medida da diregao.
A variancia total da distancia sera dada por
V(Total)= V(L - 1. sen 6, +11.sen 0, )= o, + 0, + 5.  (4.1)

2 2 2 ,
Para o] = o), =G, obtém-se

V(total) = o; +20° . (4.2)
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Figura 4.1 — Erros nas distancias

(IT) Para as diregdes

Considere as figuras 4.2-a onde supde-se ndo haver erro na pontaria ¢ 4.2-b onde
supoe-se a inexisténcia de erro de centragem do instrumento. A varidncia total

Y Y
|
r.cos 0, 1
A X A rj.cos 0, X
Figura 4.2-a — Sem erro de pontaria Figura 4.2-b — Sem erro de centragem

da direcdo sera dada por

V(Total) = V(D) £ V(r;.cos 0; ) £ V(1. cos ;)

o pVI 2 o pll 2
L L

ou, entao
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2(cp')?
V(Total) = o + (L+) . (4.3)

5. ESTIMACAO DE o’ USANDO MEDIDAS REPETIDAS DE r
Para o desenvolvimento dos diversos métodos que serdo considerados,
suponha que:
(a) seja possivel obter r experimentalmente;
(b) cada r; tem distribuicdo de Rayleigh, sendo essas distribuicdes idénticas e
os 1; independentemente distribuidos;
(¢ ) sejam efetuadas n medidas.

(I) Estimador de maxima versossimilhanca de ¢
A func¢do de verossimilhanga ¢ dada por

n

Hri ( \

. 1 <&
L((S2 )= 1212]1 expL— — rin
c ,

20"
ou
n 1 n
2 2 2
InL(c )=Zlnri—n.lnc —2—22ri . ¢.D
i=1 O i
2
. . o0lnL(c") 2 .
Assim, a derivada de (5.1), 6—2 =0, resulta no EMV de ¢°, ou seja,
c
1 n
& =— (52)
2n 55

. ) . A 2, . ~
Pode-se verificar que 6~ como estimador do pardmetro ¢~ ¢ um estimador ndo-
tendencioso, consistente, de variancia minima e suficiente. Portanto possui todas as
qualidades desejaveis de um estimador.

(IT) Suponha que sejam medidas as componentes Xx; e y; a0 invés de r;

A func¢do de verossimilhanga sera dada por

n

12 Z(Xf +y12)}

26" 5

2 1 |—
L(c") = (2n02)n exﬂ_
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ou
2 2 1 (2
InL(c®) = -n.In2nc’ -— D [x? +y?), (5.3)
26" i
resultando no EMV
~2 1 i( 2 2)
&= -2 [xi+y, (5.4)

i=1

que ¢ idéntico ao obtido para t;, apenas exigindo duas vezes mais observacdes.

(IIT) Método dos momentos
O primeiro momento centrado na origem corresponde a

p=E()= G\/E, (5.5)
2

[ — (5.6)

enquanto que

resultando no estimador

(@ Y
*82 _ LLZrJ (5.7)
5 - .
™ \j-
O estimador pelo método dos momentos ¢ tendencioso, pois

2 5 o (4
E*¢")=0c" +—|—-1], (5.8)

n\n

sendo porém consistente.
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(IV) Estimador de minimos quadrados
O estimador ndo-viciado da variancia de r é dado por

l n
& =—(r,-%), (5.9)
n—1ig
onde
1 n
f=—)Dr (5.10)
n

i=1

Como foi visto V(r) em (2.10), tem-se entdo que minimizando a fungdo Q =

~ 2 . r .
[Gf - V(r)] resulta no estimador de minimos quadrados

: s~ . . w2
Pode-se mostrar que esse estimador € ndo-tendencioso, pois E(G, )=c".

# e

(5.11)
i=1
2

Quadro 5.1 — Resumo dos estimadores desenvolvidos

Tipo do Estimador Observagdes Estimador
() EM.V. TR TS A o1 5
c = ri
2ni,
(1) EM.V. X1 X2y oor s Xn oo Lo,
Y15 Y25 <« 5 ¥n © _ZE(Xi +yl)
(III) Momentos Iy, I, o5 Iy o 2 ( I \2
7 -3
™\ =1
(IV) Minimos Quadrados I, T, ey Iy s 1 2 N 2
¢ =——" (ri - f)
n—-1\4-n/Z]
6. SIMULACOES

Considere uma amostra aleatoéria de n=100 pontos gerados a partir de uma

distribui¢do de Rayleigh,

bidimensional igual a o = 1.

com desvio padrio para a distribuicdo normal
A figura 6.1 mostra a distribuicdo desses pontos, com

ponto de centragem na origem.
A distribui¢@o de Rayleigh nesse caso tem como média

Bol. Ciénc. Geod., Curitiba, v. 5, p.15-26, 1999.



24

T T
E(r) = c\/; = 1\/; 21,25 (6.1)

V(r) = 0,436 = 0,43.1= 0,43.

e variancia

Para a amostra gerada o valor estimado de E(r) ¢ de aproximadamente 1,27,
enquanto que os valores estimados de V(r ), de acordo com o método de estimacao
utilizado, sdo:

6°=1,0122 (EM.V.)), *6°=10239 (Momentos) e o’ =0,979 (M.M.Q.).

. . [e) .
2 - - - - - L. T I . -
. w .
f o f (g o) o f (@]
. o . o Po° |
o
ir D ops o T O O@ """"" 7
' a8 °F
~ ) . o ©o Q0.
E 4 ) e, @ o
E o O, © IR <70
> o ° . o 0o
,00 ; Q
°"® Pooo & ©
1F - - =« = « = -« - - 0.0--.( --------------- =
. O Oo .
' q
. o o
7 o A O ......... ]
o
' o
3 . 0 . .
-3 2 1 0 1 2 3
x (mm)

Figura 6.1 — Dispersao de n =100 pontos — Distribui¢do de Rayleigh

Para a simulacdo realizada, considerando apenas o erro de centragem, e uma
distancia verdadeira de 20 m, obtiveram-se os resultados mostrados no quadro 6.1

Quadro 6.1 — Resultados da simulag@o para n =100

Distancia (metros) Erro (milimetros)
Maxima = 20,00287276 2,877276
Minima = 19,99743409 2,566591
Média = 19,99997366 0,026336
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Para uma amostra de 10 pontos gerados nas mesmas condigdes da simulagio
anterior, resultou no diagrama de dispersdo dado pela figura 6.2.

15k -« « - - . L [ L [

05L -« oo ]

y (mm)
o

05k - R 0. P IR

-15F- - - - - . L Ye e e e o . Lo - - - - oo - - - -4

X (mm)

Figura 6.2 - Dispersdo de n =10 pontos — Distribui¢do de Rayleigh

O quadro 6.2 resume os resultados para a amostra de n=10 pontos,
considerando-se apenas o erro de centragem.

Quadro 6.2 - Resultados da simulagdo paran =10

Distancia (metros) Erro (milimetros)
Maéxima = 20,00144621 1,44621
Minima = 19,99875402 1,24598
Média = 20,00030940 0,30940

7. CONCLUSOES E SUGESTOES

Analisando os resultados das simulacdes realizadas, verifica-se que os erros
cometidos na centragem de instrumentos poderdo ser minimizados com o aumento
da amostra de medidas, sendo essas amostras obtidas com a repeticdo das
centragens.
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Nos casos analisados, em 100 centragens o erro maximo foi de 2,87276 mm,
com erro médio de 0,02634 mm, enquanto que no caso de 10 centragens o erro
maximo foi de 1,44621 mm com um erro médio de 0,30940 mm. Se considerarmos
também o erro de pontaria, esses erros poderiam ser o dobro dos resultados obtidos.

Como o niimero de centragem influencia na obtencdo dos erros, recomenda-se
a repeticdo das medidas com um numero de centragem maior, visando a
minimizagdo dos mesmos.

Outra sugestdo seria a realizacdo de um estudo que permitisse dimensionar o
tamanho da amostra minima para a obtengdo das medidas dentro de uma precisio e
nivel de confianga definidos pelo interessado.
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