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RESUMO

A aplicagdo do modelo linear para interpolagdo de atributos de pontos
sobre o dominio bidimensional se processa ponderando dos valores dos
atributos de trés pontos em funcdo das respectivas coordenadas baricéntricas.
Entretanto, o emprego de aritmética finita nos calculos realizados em
ambiente computacional implica em coordenadas baricéntricas eivadas de
residuos que, mesmo com dimensdes irrelevantes face os objetos
representados, interferem na tomada de decisdes pelo sistema quando ha
comparagdo direta de valores. Como solugdo, opta-se pela defini¢do de uma
vizinhanga ao redor do valor esperado na qual pode estar o valor processado.
Ao longo deste trabalho ¢ analisada a influéncia da precisdo numérica em
ambientes computacionais na interpolagdo de atributos, visando a estabelecer
limites de tolerancia para os residuos surgidos no calculo das coordenadas
baricéntricas. Tais limites sdo calculados com base nos parametros
estabelecidos no Padrdo de Exatiddo Cartografica (Decreto n® 89.817 de 20 de
junho de 1984), conforme a classificagdo mais rigorosa. Nos testes realizados,
os residuos observados foram muito menores que a precisdo do documento
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cartografico empregado. Desta forma, tais limites sfo referéncias confiaveis
para contornar o problema apresentado.

Palavras-chave: Rede Triangular Irregular; Interpolagéo; Padrdo de Exatiddo
Cartografica.

ABSTRACT

To apply the linear model to interpolate attributes for 2D points, the
attributes of three points ware weighted with their respective barycentric
coordinates. However, the finite arithmetic effects at the computation returns
barycentric coordinates contaminated with numerical residuals that, despite
their irrelevant dimensions that face the representable objects, it may influence
the system to make decisions involving values comparisons. In order to fix
this problem, tolerance limits were established around the theorical value, and
the processed values are attuned. This paper analyzes the influence from
attributes interpolation numerical precision over a computational environment.
The limits for residuals produced by computational barycentric coordinates
calculus were defined. Those limits were chosen so that data imprecision did
not exceed it original cartographical documents precision limits, according to
the Padrdo de Exatiddo Cartografica (PEC), under the most rigid
classification. The residuals found in tests were quite smaller than the
precision assured by the cartographic document used. This way, the
established limits were reliable references to solve the purposed problem.
Key words: Triangular Irregular Network (TIN); Interpolation;
Cartographical Exactness Standard.

1. INTRODUCAO

Com a demanda dos sistemas de visualizagdo tridimensional, surgiu
também a preocupacdo com a fidelidade da representacdo das grandezas
lineares e angulares. Representar superficies irregulares, como a terrestre, ¢
uma tarefa complexa, impossivel no panorama tecnoldgico atual, quando se
exige um rigor infinitesimal. Entretanto, de acordo com a aplicagdo, os valores
representados aceitam imprecisdes dentro de limites pré-estabelecidos. O
Padrdo de Exatiddo Cartografica (BRASIL, 1984), doravante citado como
PEC, estabelece os limites planimétricos e altimétricos de imprecisdo na
representagdo de feigdes nos documentos cartograficos analdgicos de acordo
com as respectivas escalas de representagdo. Embora se questione a validade
dos valores estabelecidos no PEC para fins de representacdo de feicdes em
ambientes digitais de visualizagdo, tais valores sero empregados por serem o
parametro indicativo da precisdo dos dados originais, caso os dados digitais
tenham sido obtidos pela vetorizagdo dos fotolitos dos respectivos
documentos cartograficos em meio analdgico. Neste caso, acrescentam-se aos
erros do documento original, controlados de acordo com a classificacdo
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segundo o PEC, os erros inerentes a digitalizacdo, o que diminui a
confiabilidade dos dados. Por outro lado, a precisdo dos instrumentos de
medi¢do e os modernos métodos de construgdo de cartas permitem construir
documentos com precisdo muito superior a dos produtos existentes na época
da elaboragdo do PEC.

Uma das opg¢des de representagdao 3-D do terreno em ambiente
computacional é por meio da triangulagdo dos vértices descritores das curvas
de nivel, que pode ser realizada conforme a metodologia apresentada em
MELLO e FERREIRA (2005). O terreno passa a ser representado por uma
rede triangular irregular (TIN, de Triangular Irregular Network) que, por sua
vez, define uma superficie composta pela justaposicdo dos tridngulos que a
compdem. BARBOSA (2006) apresenta uma metodologia para o registro das
representacdes de feicoes planimétricas sobre uma TIN aplicando o conceito
de coordenadas baricéntricas na interpolacdo dos valores de altitude dos
vértices das figuras correspondentes (pontos, linhas e superficies).

Entre as fontes de erro na interpolag@o, podem ser citadas a imprecisdo
dos dados cartograficos originais, as generalizagdes inerentes a construcdo da
rede triangular (MELLO e FERREIRA, 2005) e os erros intrinsecos ao
processo de digitalizagdo ¢ ao emprego da aritmética finita nos calculos
realizados em ambiente computacional (FREITAS, 2000) para determinagdo
das coordenadas baricéntricas. Os trés primeiros tipos de erro sdo ignorados
na modelagem do terreno por ndo interferir diretamente no objetivo da
visualizagdo. A ocorréncia do quarto tipo influencia a tomada de decisdes no
processo de registro de feigdes planimétricas (BARBOSA, 2006), uma vez
que os valores calculados sdo comparados com valores pré-estabelecidos.
Como esses erros residuais representam uma fragdo do terreno, resta saber o
maior valor toleravel para que tais residuos sejam considerados nulos, sem
que a precisdo na representagdo das feigdes seja comprometida. Neste trabalho
sera proposta a formulagdo para o estabelecimento de limites de tolerancia
para as coordenadas baricéntricas de modo que o reflexo da ocorréncia dos
erros do quarto tipo ndo exceda, no terreno, os limites estabelecidos pelo PEC.

2. MODELAGEM MATEMATICA

Uma das solugdes mais empregadas na representacdo digital de terrenos
¢ a triangulagdo de Delaunay, normalmente construida sobre o fecho convexo
composto pelos vértices das curvas de nivel e pontos cotados, fontes de
informagdes altiméticas. Neste caso, o terreno sera representado como uma
rede de tridngulos irregulares, tecnicamente denominada TIN. A triangulacdo
¢ construida com base em conceitos que envolvem grandezas bidimensionais.
A atribuigdo do valor de um atributo (neste caso, a altitude) como terceira
dimensdo de cada vértice transforma uma rede de tridngulos 2-D em um
conjunto de tridngulos 3-D. Em cada triangulo da TIN 3-D, irregularidades no
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relevo cuja variagdo de altura ¢ menor que a eqiiidistancia das curvas de nivel
sdo representadas sobre um mesmo plano.

Qualquer ponto P sobre um plano pode ter suas coordenadas descritas em
funcdo da combinagdo linear de trés pontos ndo-colineares sobre esse plano.
Os coeficientes usados nessa combinacdo linear, normalizados por definicéo,
sdo denominados coordenadas baricéntricas (CARVALHO e FIGUEIREDO,
1991), representadas neste trabalho por a, B, e y. O sistema assim concebido
permite estabelecer a posi¢do relativa (interno, externo ou sobre o perimetro)
entre um ponto definido em um espago 2D e um triangulo definido pelos trés
pontos no espago 3D, projetado no 2D. Isso se aplica na determinacdo de
valores de atributos (de comportamento linear) de fei¢des, conhecidos pontos
em que os valores de tais atributos sejam conhecidos (BARBOSA, 2006).
Pontos localizados sobre os lados de um tridngulo possuem uma das
coordenadas baricéntricas (aquela relativa ao vértice oposto ao lado) nula;
pontos coincidentes com um dos vértices apresentam duas coordenadas
baricéntricas (aquelas relativas aos demais vértices) nulas e, portanto, uma
unitaria. O célculo das coordenadas a, B, e y de um ponto P, em ambiente
computacional, implica na solugdo de um sistema linear de trés equagdes
(equagdes 1, 2 e 3), conhecidas as coordenadas cartesianas (Xp ¢ Yp),
empregando a regra de Cramer (APOSTOL, 1985) por se tratar de um sistema
de trés equagdes e trés incognitas.

a X+ Xy X5=Xp; (1)
aY;+pY,+9Y3=Yp;
atfty=1 (3)

Calculadas as coordenadas baricéntricas, pode-se interpolar o valor de Zp
em funcdo dos valores de Z;, Z, e Z;. Porém, em BARBOSA (2006) foi
observado que os valores de o , S e y apresentam imprecisdes da ordem de
10"%, efeito do emprego da aritmética finita nos calculos, como dito
anteriormente. Isso influencia a tomada de decisdes baseada na comparagéo de
valores. Como exemplo, pode-se mencionar a verificagdo da pertinéncia de
um ponto a um tridngulo, ambos 2D: coordenadas baricéntricas ndo negativas
implicam em o ponto estar contido no triangulo; se um valor deveria ser nulo
e ¢ negativo, mesmo muito pequeno, o sistema considera o ponto fora do
tridangulo. A solugdo proposta foi estabelecer limites de tolerancia para as
diferencas encontradas no calculo das coordenadas baricéntricas.

O acréscimo de da, dff ¢ dy aos coeficientes a, f e vy, respectivamente,
produz o deslocamento (dX, dY e dZ) na posi¢do do ponto P. Reescrevendo a
expressao do maior deslocamento toleravel, chega-se a:
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enae = NAXZ +dY? +dZ? (4)

Extrapolando a equacdo 1 para a representagdo do deslocamento maximo,
obtém-se:
dX = daX; +dpX, +dyX;
Analogamente:
dYyae= daY, +dpY, +dyY; ;e
dZyx= doZ;+dpZ,+dyZ;

Embora a origem das discrepancias seja a mesma, elas sdo independentes
entre si, o que impede a determina¢do de uma expressdo matematica Uinica
para definir os valores para cada uma delas. Para encontrar o valor maximo,
parte-se da hipétese que da, dff e dy tém o mesmo valor e que sdo maximos.
Com isso, pode-se substituir da, dff e dy por doxyz. Assim:

AXpax= dayy (X, + X, +X5);
dY = doyy, (Y, +Y,+Y;);
AZpax= dayy,(Z)+Z,+2Z5);

Com base no exposto, a equagdo 4 assume a forma:

emax

:\/dafYYZ(Xl tX, +X3)2 +da§(YZ(Yl +Y, +Y3)2 +da/2\’YZ(Zl t7, +Zs)2

Evidenciando oxyy:

Cmax = daXYZ\/(Xl tX, +X3)2 +(1 +7, +Y3)2 +(z,+2, +Z3)2

emax
doxyz = (5)

\/(Xl+X2+X3)2+(Y1+Y2+Y3)2+(ZI+ZZ+Z3)2

A aplicacdo geodésica da equagdo 5 consiste em assumir a equivaléncia
entre e, € os limites estabelecidos pelo PEC planimétrico, uma vez que tanto
a triangulacdo de Delaunay e as grandezas mensuradas para estabelecer a
classificagdo da carta segundo o PEC planimétrico estdo no dominio
bidimensional. RAPP (1984) apresenta a transformacdo das coordenadas
geodésicas (¢, A e h) para cartesianas (X, Y e Z), que podem ser aplicadas na
equagdo 5.
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X=(N+h).cosp.cosk (6)
Y =(N+h).cosp.senk; (7)
Z=[N(1 —¢”) +h]. seng; (8)
onde:

N= % (9)

A1- e’sen’ 0]

Substituindo as coordenadas cartesianas por coordenadas geodésicas
curvilineas no calculo das coordenadas baricéntricas, chega-se a valores bem
proximos aqueles calculados com as coordenadas cartesianas. No entanto,
quando sdo computados valores angulares, torna-se necessario relacionar e,
com latitude e longitude. Desta forma, e,,,, passa a ser o comprimento da linha
geodésica descrita sobre o elipsdide de revolugdo ou, devido a sua dimensdo
relativamente reduzida, a um arco de circunferéncia sobre a esfera que atende
ao teorema de Gauss: seu raio ¢ a média de todos os raios de curvatura da
primeira superficie (o elipsoide de revolugéo), aplicando o teorema do valor
médio a relagdo de Euler para calculo de raios de curvatura de segdes planas
do elipsoide de revolucdo (RAPP, 1991). O comprimento do raio ¢ dado pela
equagdo 10, fungdo do semi-eixo maior a e da excentricidade e do elipsoide de
revolugdo, assim como do valor ¢ do paralelo de latitude do ponto P.

a1 - e?
R,,=—1 3 3 (10)
—e’sen ¢

O angulo 6 que o ponto P faz com o ponto deslocado correspondente é
obtido pela divisdo de e,,, pelo raio médio. Outra simplificagdo possivel por
conta da dimensao do deslocamento produzido ¢ assumir 8 como a hipotenusa
do tridngulo retangulo cujos catetos sdo os acréscimos aos valores de latitude
e de longitude. Face a esta suposi¢go, o valor de 0 sera dado pela equagéo 11.

0 =+/dp’ +di’ (11)

€max = R . 0 (12)

Assim,

Seguindo pelo mesmo raciocinio adotado na deducdo da equagdo 5,
pode-se afirmar que as variagdes de latitude e longitude podem ser
determinadas em fun¢do das coordenadas baricéntricas relativas as
coordenadas curvilineas dos vértices do triangulo. Associando as equagdes 11
e 12 e substituindo da, dff e dy por dogy:
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Cmax = Rmda(gih \/(gol +§02 +¢3 )2 +(j“1 +j’2 +j’3 )2 ( 13 )

dO(q,)Lh: > >
Rm\/((ﬂl +py + ;) + (4 25+ 45)

A razdo entre as coordenadas baricéntricas daxyz € dog, é fungdo das
coordenadas geodésicas cartesianas e geodésicas dos vértices do tridngulo.
Portanto, espera-se que a relagdo entre doxyz € dognseja constante para
qualquer ponto de um triangulo:

doxyy —R (91 +0, +o3 ) + (4 + 4, +45)

15
doty, "N+ X+ X, P+ + Y+ Y ) (2, + 2, + 2, ) (15)

3. TESTES

A fim de analisar a aplicabilidade das expressdes apresentadas na se¢do
anterior, foi montado um caso em que o tridngulo de teste ¢ definido pelos
vértices A, B e C, cujas coordenadas curvilineas (no sistema geodésico South
American Datum of 1969) e cartesianas apresentadas na tabela 1.

Os calculos foram realizados em uma planilha no software Calc®, do
pacote KuruminOffice versdo 1.1.2, instalado em computador com
processador Intel Pentium 4, clock de 3.2GHz ¢ 1GB de memoéria RAM. O
sistema operacional ¢ o Linux, distribui¢do Poseidon, desenvolvida pela
Universidade Federal do Rio Grande do Sul.

Tabela 1 - Coordenadas dos vértices do triangulo empregado nos testes.

A B C

¢ (rad) -0,3859214 -0,3859505 -0,3859359
A (rad) -0,7372416 -0,7372174 -0,7372028
h (m) 0,000 0,000 0,000
X (m) 4376704,465 4376749,370 4376832,887
Y (m) -3974240,658 -3974087,862 -3974047,555
Z (m) -2385881,212 -2402133,374 -2402047,308
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Inicialmente, a substituicdo dos valores propostos na tabela 1, nas
equacdes 5 e 14 retorna os maiores valores de residuos toleraveis no calculo
das coordenadas baricéntricas (de acordo com uma carta classe A segundo o
PEC planimétrico) para doxyz € dogn,, organizados na tabela 2, segundo a
escala de constru¢do do documento e o sistema de coordenadas.

O passo seguinte consiste em analisar o comportamento das coordenadas
baricéntricas quando o ponto esta sobre um dos lados. Nessa andlise serdo
testados pontos espalhados ao longo do lado estudado, variando a coordenada
baricéntrica esperada. Por se tratarem de lados, uma das coordenadas ¢
necessariamente nula e a soma das outras vale 1. Se o ponto coincide com um
dos vértices, duas coordenadas baricéntricas sdo nulas e a outra é igual a 1.

Tabela 2 - Desvios maximos admissiveis no calculo de coordenadas

baricéntricas.
Escalada e, (m) doxyz Aol gan do.xyz / do. g
Carta
1:2000 1 5,2286E-008 6,2956E-008 8,3052E-001
1:10.000 5 2,6143E-007 3,1478E-007 8,3052E-001
1:25.000 12,5 6,5358E-007 7,8695E-007 8,3052E-001
1:50.000 25 1,3072E-006 1,5739E-006 8,3052E-001
1:100.000 50 2,6143E-006 3,1478E-006 8,3052E-001
1:250.000 125 6,5358E-006 7,8695E-006 8,3052E-001

Para montar a tabela 3 foram posicionados pontos sobre o lado AB do
triangulo, variando os pesos atribuidos as coordenadas geodésicas cartesianas
dos vértices. Entdo, para cada um dos pontos, foram calculadas na planilha as
respectivas coordenadas Dbaricéntricas. Teoricamente, as coordenadas
baricéntricas calculadas devem coincidir com os pesos aplicados, porém os
residuos embutidos nos calculos fazem que tais valores nao coincidam. Os
valores apresentados nesta tabela sao as diferengas entre os pesos aplicados e
as coordenadas baricéntricas calculadas.
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Tabela 3. Diferencas encontradas no calculo das coordenadas baricéntricas ao
longo do lado AB do tridngulo, ponderando as coordenadas cartesianas dos

vértices.
a By da dp dy
1 0 0 1,9177E-011 0,0000E+000 -0,0000E+000
0,9 0,1 2,3444E-011 -8,6060E-012
0,8 0,2 1,7403E-011 2,6218E-011
0,7 0,3 1,1363E-011 1,5525E-011
0,6 04 1,5629E-011 -4,8289E-012
0,5 0,5 0 1,9895E-011 -1,0904E-011 -0,0000E+000
04 0,6 1,3855E-011 1,2395E-011
0,3 0,7 7,8146E-012 1,3283E-011
0,2 0,8 1,2081E-011 1,8311E-011
0,1 09 6,0404E-012 1,9065E-011
0 1 0 -0,0000E+000 1,4424E-011 -0,0000E+000

Aplicando o mesmo método e variando os pesos, partindo do vértice A e
percorrendo o perimetro do tridngulo (passando por B e C, e retornando ao
vértice A). Os resultados obtidos foram organizados no grafico ilustrado na
figura 1.

Semelhantemente, para montar a tabela 4 foram posicionados pontos
sobre o lado AB do tridingulo, ponderando as coordenadas geodésicas
curvilineas dos vértices. Como no processo da tabela 3, sdo apresentadas as
diferengas entre os pesos aplicados e as coordenadas baricéntricas calculadas.
A figura 2 exibe o grafico analogo ao da figura 1, porém com as diferencas
obtidas empregando este critério.

Nos valores exibidos nos processos descritos, ndo se observa tendéncia.
Entretanto, todos os valores encontram-se abaixo dos valores de tolerancia
apresentados na tabela 1, inclusive na maior escala. Além destes dois testes,
em que foram utilizados pontos sobre a superficie do elipsoide, foram
realizados outros, modificando-se as alturas dos pontos em intervalos iguais a
eqiiidistancia da curvas de nivel. Foram observadas discrepancias da mesma
ordem de grandeza daquelas apresentadas nas tabelas 3 e 4.
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Figura 1 - Grafico das discrepancias encontradas no calculo das coordenadas
baricéntricas com base nas coordenadas cartesianas dos vértices.
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Tabela 4 - Diferengas encontradas no calculo das coordenadas baricéntricas ao
longo do lado do tridngulo, ponderando as coordenadas cartesianas dos

vértices.
a [ vy da
1 0 0 -5,2780E-013
0,9 0,1 -2,9614E-012
0,8 0,2 4,5519E-013
0,7 03 -5,1559E-013
0,6 04 -2,9492E-012
0,5 05 0 -9,9520E-013
04 0,6 -1,9662E-012
0,3 0,7 -1,2046E-014
0,2 0,8 1,9420E-012
0,1 09 -4,9155E-013
0 1 0 0,0000E+000

ap
-0,0000E+000
-2,3781E-013

1,7335E-012
3,7978E-012
1,3253E-012
5,0804E-013
-6,8945E-013
1,4274E-012
-1,5101E-012
-3,0115E-012

-3,0600E-012

dy
0,0000E+000

-0,0000E+000

0,0000E+000
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Figura 2 - Grafico das discrepancias encontradas no calculo das coordenadas
baricéntricas com base nas coordenadas curvilineas dos vértices.
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Um exemplo pratico € que, para um ponto ser considerado vértice, uma
das coordenadas baricéntricas precisa ter valor unitario. Como visto na tabela
3, os residuos alteram o valor da coordenada baricéntrica, significando que a
condi¢do ndo foi atendida, muito embora o ponto seja 0 mesmo. Assim, a
busca por um tridngulo que satisfaca essa condi¢do pode terminar sem apontar
nenhum, interrompendo o processo prematuramente. Neste caso, a solugdo
passa a ser a verificagdo da pertinéncia do valor calculado da coordenada ao
intervalo definido ao redor do valor esperado, e de extensdo igual aos valores
dados pela tabela 2, mantendo a precisdo do documento cartografico de
origem.

Nos calculos também foi observado que a razdo entre as coordenadas
baricéntricas obtidas com os dados expressos em coordenadas curvilineas e
aquelas obtidas com dados expressos em coordenadas cartesianas difere de 1
por valores da ordem de 102, A implicagio deste fato ¢ a diferenga
encontrada no valor interpolado de Zp, empregando q,fe y calculados a partir
dos dois conjuntos de coordenadas dos vértices. Em ambos os casos, a maior
varia¢@o de Zp decorrente dos erros apontados nas tabelas 4 e 5 é da ordem do
décimo de milimetro, havendo valores positivos e negativos. Valores
negativos implicam em pontos sob a rede, ou seja, pontos que se tornardo
ocultos no momento da visualizagdo. Mesmo que o valor de Zp, seja
armazenado com 3 casas decimais, ainda corre-se o risco de a aproximagao
figurar abaixo da superficie da TIN. O acréscimo de 1,0mm nos valores néo
afetard a sensagdo visual de ajuste dos pontos acima da superficie da TIN e

sera suficiente para tornar visiveis pontos antes representados abaixo dela.
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4. CONCLUSOES

Observou-se que os valores das coordenadas baricéntricas calculados e
exibidos pela planilha sdo diferentes entre si. Tais diferengas, embora
pequenas, sdo interpretadas pelo sistema como ndo nulas, influenciando o
processo de tomada de decisdes baseada em comparacdo direta destes valores
com outros pré-estabelecidos. Entretanto, com base no que foi exposto,
conclui-se que os valores de tolerancia calculados pelas equagdes 5 ¢ 14
podem ser empregados com seguranga na analise de casos limitrofes (pontos
sobre vértices e lados), eliminando a influéncia da imprecisdo numérica
presente no calculo das coordenadas baricéntricas ¢ na comparagdo entre
pontos, operagdes fundamentais para a metodologia proposta em BARBOSA
(2006). Pode-se concluir também que as coordenadas baricéntricas calculadas
com valores angulares podem ser empregadas na interpolacdo linear de
atributos, como se cartesianas fossem. Concluiu-se também que, para fins de
visualizagdo tridimensional, o acréscimo de 1,0mm a altura interpolada ¢
suficiente para compensar o efeito das imprecisdes no caso de ocorrerem
vértices posicionados abaixo da superficie da TIN. Para outras aplicagdes, 0s
valores calculados podem ser empregados sem transformagdes.
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