DETERMINAGAO DOS PARAMETROS PARA A
TRANSFORMAGCAO DE COORDENADAS USANDO UMA MATRIZ
COVARIANCIA ESTIMADA POR MEIO DA COLOCAGAO POR
MINIMOS QUADRADOS

Coordinate transformation by the use of a matrix covariance estimated by
least square collocation

MOISES FERREIRA COSTA!
MARCELO CARVALHO DOS SANTOS?
LUIZ DANILO DAMASCENO FERREIRA?

! Universidade Federal de Vigosa - UFV
Departamento de Engenharia Civil
E-mail: moises@ufv.br
? University of New Brunswick - UNB
Department of Geodesy and Geomatics Engineering
E-mail: msantos@unb.ca
*Universidade Federal do Parana - UFPR
Curso de P6s-Graduagdo em Ciéncias Geodésicas
E-mail: luizdanilo@ufpr.br

RESUMO
A Colocagdo por Minimos Quadrados tem sido utilizada em Geodésia
principalmente para modelagem do campo da gravidade terrestre. Este
trabalho mostra uma aplicag@o da colocagfo na transformacao de coordenadas
envolvendo duas realizagdes do SAD69 no Brasil. A transformacdo de
similaridade no espaco tridimensional considerando translagdo, rotagdo e
diferenga de escala é o modelo utilizado para estimativa dos parametros. Na
metodologia apresentada e testada com 200 pontos da Rede Geodésica
Brasileira, o efeito da correlagdo foi estabelecido por meio de uma fungdo
covaridancia Gaussiana modelada a partir dos dados. A avaliacdo dos
resultados pode ser feita pela comparacdo das diferengas entre as coordenadas
estimadas tanto pelo ajustamento quanto pela colocagdo e os valores de
referéncia, isto é, os valores conhecidos. Para isto foram utilizados todos os
200 pontos como teste retirando um ponto a cada etapa e testado
individualmente. Esta aplicagdo pratica mostrou como os resultados do
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ajustamento podem ser melhorados pelo uso de uma fungdo covariancia
apropriada para observagdes correlacionadas.
Palavras-chave: Colocagdo por Minimos Quadrados; Transformagdo de
Coordenadas; Correlagéo.

ABSTRACT
Least Squares Collocation has been used in Geodesy mostly for the modelling
of the Earth’s gravity field. This investigation makes use of Least Squares
Collocation dealing with coordinate transformation between two realizations
of the South American Datum (SAD-69) in Brazil. The similarity
transformation in the tri-dimensional space, involving translations, rotations
and scale, is the model adopted for the parameter estimation. In the present
methodology, 200 points of the Brazilian Geodetic System have been tested.
The effect of correlation was established by means of a Gaussian covariance
function modelled from the data. The assessment of the results is carried out
by comparison of differences between coordinates estimated using Least
Squares Adjustment and Least Squares Collocation and reference values, i.e.,
known values. This involved all 200 points, used individually in each test. At
each test, one of the 200 points is removed and used as a test point. The tests
show how much results traditionally supplied by Least Squares Adjustment
can be improved by using a covariance function appropriate to correlated
observations.
Key words: Least Squares Collocation; Coordinate Transformation;
Correlation.

1. INTRODUCAO

A realizag@o pratica de um referencial consiste da determinagdo das
coordenadas de um conjunto de pontos sobre a superficie fisica da Terra. Para
propdsitos praticos € necessario que os diversos referenciais realizados
possam se relacionar mediante alguma equagdo de transformacdo. Todavia,
devido aos erros inerentes ao proprio processo de medida, estes sdo
propagados para as coordenadas atreladas a um referencial materializado
causando distor¢des na rede.

Segundo SCHWARZ (1974, p. 171), devido a natureza dos dados
originais, a heterogeneidade das técnicas observacionais e ao modelo
matematico que relaciona estas quantidades, ¢ improvavel que as coordenadas
estimadas sejam obtidas de uma maneira simples.

O método de colocagdo tem sido aplicado para resolver problemas
relacionados com diversas areas do conhecimento, dentre as quais a Geodésia,
Fotogrametria, Ciéncias Aplicadas e Engenharia (KRAUS e MIKHAIL, 1972,
p- 1016; MIKHAIL, 1976, p. 394; RAMPAL, 1976, p. 559).

Em Geodésia, a colocacdo tem sido utilizada principalmente para
modelagem do campo da gravidade terrestre (MORITZ, 1973; MORITZ,
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1978; MORITZ e SUNKEL, 1978; MORITZ, 1980; ANDERSON et al.,
2000) e em Fotogrametria t€m sido aplicada na correcdo da deformacdo do
filme e distor¢do das lentes (CAMARGO ¢ DALMOLIN, 1995; KRAUS ¢
MIKHAIL, 1972; RAMPAL, 1976). A grande vantagem deste método ¢ que
ele permite a combinag¢do de diferentes tipos de dados no mesmo modelo
matematico.

O objetivo deste trabalho ¢ descrever uma metodologia para
transformagdo de coordenadas na qual a matriz covaridncia das observagdes ¢
estimada por colocacdo, onde as distor¢des sistematicas sdo modeladas e os
erros das observacdes sdo filtrados. Também ¢ feita uma comparagéo entre os
resultados do ajustamento e da colocag@o.

A equagdo da colocagdo ¢ formada por uma parte deterministica e duas
partes aleatérias constituindo o sinal e o ruido. No presente trabalho, a parte
deterministica ¢ constituida pela transformagdo geométrica, o sinal representa
as distorgOes sistematicas e o ruido constitui os erros das observagdes. O
efeito da correlagdo entre as observagdes ¢ estabelecido por meio de uma
funcdo covaridncia apropriada permitindo tratar os dados de uma maneira
consistente.

2. MODELO MATEMATICO PARA TRANSFORMAGAO
GEOMETRICA

O modelo matematico de transformacdo usado para esta aplicacdo ¢ a
transformac¢do de similaridade no espago tridimensional. Ela ¢ também
chamada de transformacdo isogonal, conforme ou de Helmert (LUGNANI,
1987, p.102). O modelo matematico desta transformacdo contém sete
pardmetros e expressa o relacionamento entre dois referenciais por meio de
trés translacdes, trés rotagdes e um fator de escala.

A Figura 2.1 mostra o relacionamento entre dois referenciais cartesianos
tridimensionais, no qual o vetor posi¢do de um ponto genérico P; no
referencial cartesiano (X, Y, Z) é dado por R; e o vetor posi¢do do mesmo
ponto no referencial cartesiano (x, y, z) ¢ dado por r;. As translagdes
representadas por (Xo, Yo, Zo) entram para compor o vetor I e as rotagdes
representadas por (&, &, &) podem ser expressas convenientemente por
matrizes de rotacdo fundamentais. O pardmetro (k) € utilizado para expressar
o fator de escala da transformagao.
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Figura 2.1 — Transformacao no espaco tridimensional.

O modelo matematico da transformagdo de similaridade no espago ¢
dado, para qualquer ponto genérico P;, por:

R,=r,+xR.r, (2.1)

na qual a matriz R, € expressa convenientemente na forma:

1 e, —g
R.=[-¢, 1 e, |, (2.2)
g, —g& 1

onde as rotagdes &, €y € €, sdo dadas em radianos.
Para aplicagdo da transformag¢do de similaridade no espaco é necessario
que as coordenadas geodésicas (@, A, h) sejam transformadas em suas

Bol. Ciénc. Geod., sec. Artigos, Curitiba, v. 14, n® 1, p. 94 -114, jan-mar, 2008.



98 Determinagdo dos parametros para a transformagéo de coordenadas usando....

correspondentes coordenadas cartesianas tridimensionais (X, Y, Z). Detalhes a
respeito desta transformacdo devem ser consultados em: VINCENTY (1965,
p. 129); TORGE (2001, p. 100).

O fator de escala k pode ser escrito como:

KkK=1+9, (23)

onde & representa uma diferenca de escala (LAMBECK, 1971, p. 38;
GEMAEL, 1981, p. 4.17). A equacdo (2.3) mostra que se os dois referenciais
possuem o mesmo padrdo linear, isto ¢, uma métrica homogénea, entdo a
diferenga de escala & deve ser nula e o fator de escala « igual a unidade.

Agora, convém substituir as equacdes (2.2) e (2.3) na equagdo (2.1) para
expressar o modelo geral na forma matricial como:

X, X, 1 g, —& | X%
Yo |=| Yo |[+(+08)-|-e, 1 & ||y 24)
Zi ZO gy _8)( 1 Zi

No atendimento ao objetivo proposto, o modelo matematico expresso
pela equagdo (2.4) sera utilizado tanto na sua forma direta quanto na sua
forma inversa. Antes da utilizagdo do modelo na sua forma direta, primeiro ¢
necessario formular sistemas de equagdes tendo em vista a estimativa dos sete
parametros de transformacao, o que constitui a sua forma inversa. Para isto, as
equacdes sdo formuladas com base nas coordenadas de pontos comuns
(pontos de observagdo) conhecidas em ambas as realizagdes. A forma direta
do modelo consiste na estimativa das coordenadas (X;, Y;, Z;) a partir das
coordenadas (X;, y;, z;) € dos pardmetros estimados na sua forma inversa.

3. COLOCACAO POR MINIMOS QUADRADOS

3.1. Modelo Matemético

O método de estimagdo conhecido como Colocagdo por Minimos
Quadrados ¢ uma generalizagdo ou extensdo do Ajustamento por Minimos
Quadrados (MORITZ, 1973, p. 2). Ele combina, sob o critério do MMQ, o
Ajustamento, a Filtragem e a Interpolagdo (GEMAEL, 1994, p. 267). O leitor
interessado em maiores detalhes sobre a teoria da estimacdo e filtragem deve
consultar: JAZWINSKI (1970); GELB et al. (1974); KRAKIWSKY (1975) e
MIKHAIL (1976).

O modelo basico da colocagdo ¢ dado por (MORITZ, 1972, p. 7,
KRAKIWSKY, 1975, p. 60), o qual dimensionado para a aplicacdo de
interesse assume a forma:

'
Squ1=3unuXa1+3qSl+3qn1’ (3~1)

onde:
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L, — representa o vetor das observagdes;

A — matriz das derivadas parciais;

X, — vetor de parametros ajustados;

n — vetor dos ruidos (erros das observagoes);

s’ — vetor dos sinais nos q pontos de observagio;
q — numero de pontos de observagao;

u — numero de pardmetros a serem estimados.

Pela equagdo (3.1), tem-se que uma observagdo ¢ formada por trés
componentes, isto ¢, uma componente sistematica A.X, ¢ duas componentes
aleatorias n e s’ (MORITZ, 1973, p. 5). A matriz A expressa o efeito dos
parametros X, nas observagdes Ly. A componente sistematica A.X, ¢ aquela
que pode ser representada por algum modelo matematico, sendo denominada
de parte modelada da observagio. As componentes aleatérias n e s’
representam a parte ndo modelada.

Nos problemas de transformagdes de coordenadas, como ¢ o caso do
presente estudo, a parte sistematica A.X, representa o modelo matematico de
transformag@o expresso pela equagdo (2.4), a parte aleatdria n constitui os
erros das observacdes e 8’ sdo as distor¢des sistematicas residuais.

Segundo SCHWARZ (1974, p. 173), o sinal s’ representa o efeito
integrado de diferentes influéncias, tais como a inadequabilidade do modelo
matematico, distor¢des locais das redes, etc.

Por conveniéncia, ¢ comum introduzir um novo vetor aleatorio z
representando o efeito integrado do sinal 8" e do ruido n, de maneira que:

3q21=3q5;+3qn1’ (3.2)

Agora, recorrendo a equacdo (3.2), pode-se reescrever a equagdo (3.1)

como:
3q Lb1:3unuxa1+3qzl' (3~3)

Na interpolagdo, o interesse ¢ estimar o sinal s para os p pontos
diferentes daqueles de observagdo, isto é, estimar o sinal s nos p pontos de
calculo e ¢ neles que o sinal s ¢ dito ser “predito”.

O vetor dos sinais s nos p pontos de calculo combinado com o vetor
aleatoério z, resulta em um novo vetor v na forma:

S
3p°1
v, =| ", (3.4)
3921
o qual permite reescrever a equagéo (3.3) como:

Lb1=3un u Xa] +3qB

A matriz B da equagdo (3.5) assume a forma:

3p+3q

(3.5)

3q 3p+3Q3p+3qV1 .
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3q B3p+3q = l3q 03p 3q I3q J’ (3.6)
onde a matriz 3403, ¢ uma matriz nula e a matriz 34134 representa uma matriz
identidade.

Na equacdo (3.5), o termo A.X, pode ser substituido pelo seu
equivalente Ly+A.X, de modo que:

3qAuu X +5,B Vi+,W, =0, (3.7)

onde o vetor W ¢ dado pela diferenca L¢-L,, a matriz A é a matriz das
derivadas parciais, a matriz B é dada pela equagdo (3.6), o vetor v pela
equacdo (3.4) e o vetor X representa os parametros incognitos a serem
estimados.

3p+3q 3p+3q

3.2. Fungéo Covariancia

A aplicagdo da Colocagdo por Minimos Quadrados requer a escolha da
fun¢do covaridncia e sua modelagem. Alguns trabalhos pertinentes tém
relatado seu uso para diversos propositos. E o caso da aplicagio em corre¢io
da deformagdo do filme (KRAUS e MIKHAIL, 1972, p. 1027; CAMARGO e
DALMOLIN, 1995), em filtragem de dados (THERIAULT, 1995) e predigdo
de anomalias da gravidade (ARGESEANU, 1986; BIAN ¢ MENZ, 1999;
ANDERSON et al., 2000).

Segundo MORITZ (1972, p. 57 e 58), a fungo covariancia:

2.2
Cr)=Cpe™", (3.8)
com valores adequados de C,, e “a”, fornece uma simples expressdo analitica

que pode ser apropriada em muitos casos.

A funcdo covaridncia Gaussiana foi escolhida devido a sua capacidade
de representar dados com distribuicdo normal. Na equagdo (3.8), r denota a
distancia entre dois pontos considerados e C(r) ¢ a covariancia entre eles.

Uma funcdo covaridncia pode ser caracterizada por meio de trés
parametros essenciais, a saber (MORITZ, 1976, p. 22; MORITZ, 1978, p.

424; MORITZ, 1980, p. 174): a variancia CO; a distancia de correlagdo &

(“correlation length) e o parametro de curvatura y (“curvature parameter”).
A variancia Co ¢ o valor da func¢do covariancia C(r) para o argumento

I =0 na equagio (3.8), de modo que:
C0)=C,. (3.9)
A distancia de correlagdo & é o valor do argumento para C(r) que
decresce seu valor para metade de C, isto é:
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C
C(§)=7°. (3.10)
O parametro de curvatura y é definido como:
ké?
y=— (3.11)
o

3.3. Matriz Covariancia
As incognitas envolvidas na equac¢do (3.7) podem ser estimadas
utilizando o critério do MMQ e minimizando a soma dos quadrados dos
“residuos” ponderados por:
¢ =V Pv=minimo, (3.12)
onde o vetor v ¢ dado pela equagdo (3.4) e P ¢ interpretada como matriz peso
para a colocagdo.

A matriz dos coeficientes de peso, também denominada de matriz
cofatora Q ¢ dada por (MORITZ e SUNKEL, 1978, p. 55):

1
Q=—2y . (3.13)
Gy

e a matriz dos pesos P fica obtida como:
-1 2% -l
3p+3q P3p+3q = Q = Goz VAR (3.14)

.~ 12 ~ ;. ’ .
Por definicdo, os vetores S , n e z sdo vetores aleatérios com média nula
e respectivas MVC’s definidas como:

Yo =cov(s',s') = E{s’s'T}; (3.15)
2, =cov(n,n)= E{nnT}; (3.16)
>, =cov(z,z)=E{zz"}. (3.17)

A MVC do vetor aleatério z, dada pela equagdo (3.17), é obtida pela
soma da MVC do sinal 8" com a MVC do ruido n, a qual ¢ igual a MVC das
observagdes Ly, e dada por (CAMARGO e DALMOLIN, 1995, p. 7):

2=l p=2gtX,. (3.18)

desde que o ruido n ndo tenha correlagio com o sinal s' (MORITZ, 1972, p.
11; KRAKIWSKY, 1975, p. 64 e GEMAEL, 1994, p. 270).

A informacao sobre a correlacdo entre as observacdes L, € expressa pela
MVC do sinal s", uma vez que os ruidos ndo sdo correlacionados entre si.
Este relacionamento é expresso na equacdo (3.18).

A MVC do vetor aleatorio v definido na equagdo (3.4) ¢ dada por
(MORITZ, 1972, p. 9; CAMARGO e DALMOLIN, 1995, p. 8):
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_ Zs ZSZ _ z‘48 Z:SLb
ZV_|:ZZS Zz:|_ ZLbS ZLb , (3'19)

onde:
> s —MVC do sinal s nos p pontos de calculo;

3 L, —MVC das observagdes Ly;

> sL, Matriz covariancia cruzada entre o sinal s e as observagdes L.

Vale ainda a seguinte relacdio (GEMAEL, 1994, p. 271; CAMARGO e
DALMOLIN, 1995, p. 8):

Yo, =2 (3.20)
Yis =2, - (3.21)

Das equagdes (3.14) e (3.19) pode-se obter a matriz dos pesos para a
colocagdo como:

Y T, |
P=c2. °l. 3.22
o, |:ZLbS ZLb:| (3.22)

As matrizes D, s ,2 ¢ € 2, s podem ser obtidas a partir da, assim

chamada, funcdo covaridncia dada pela equagdo (3.8). De acordo com
MIKHAIL (1976, p. 399), a fun¢do covaridncia pode ser teoricamente
conhecida ou pode ser derivada experimentalmente a partir dos dados.
Detalhes a respeito da modelagem da fungdo covariancia devem ser
consultados em: MIKHAIL (1976); COSTA (2003).

A fungdo covariancia C pode ser teoricamente conhecida ou pode ser
derivada a partir das observagdes pela estimativa das varidncias e covariancias
amostrais. As varidncias e covariancias amostrais estimadas a partir das
observagdes, sao dadas por (MIKHAIL, 1976, p. 42 e 43):

. nl

C,(O):mgl(lk—lj ; (3.23)
1 - -

C,(a)= nk_lgj(li—lj-(lj—l), (3.24)

onde n ¢ o numero total de observagdes, N, sdo as observagdes contidas em

um intervalo no qual as covaridncias serdo estimadas, I, 1lj € Iy sdo as

observagdes propriamente ditas ¢ | ¢ a sua média.
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3.4. Solucéo das Estimativas por Colocagdo

Além de minimizar a fungdo v'.P.v dada pela equagio (3.12), as
equacgdes normais relacionando as quantidades desconhecidas v, K ¢ X para as
quantidades conhecidas P, A, B ¢ W sdo obtidas a partir da seguinte fungdo de
variacao:

d(v,K,X)=Vv'Pv-2K " (AX+Bv+ W), (3.25)
onde K ¢ um vetor dos chamados multiplicadores de Lagrange.

As expressdes de calculo sdo dadas dimensionadas para a aplicagéo

atual. As estimativas para os vetores X, K e v sdo dadas por (COSTA, 2003,
p.- 34 a 36):

u Xl = _[u A;—q 3q (Z Lb );; 3q Au }1 [u A-Srq 3q (2 Lb );; 3qW1] (3'26)

10K =0 (2 1o )o GoAuu X3 W) (3.27)

S )y )
3pe3q V1 ={3p21} = ZSLLb (= ,)"(AX+W), (328

3941
O vetor X, dos parametros ajustados pode ser estimado por:
X, =X, +X, (3.29)
onde X, é o vetor dos pardmetros aproximados.

A estimativa para o vetor v foi dada pela equagdo (3.28). De forma a
explicitar o sinal s nos p pontos de calculo e o vetor z, tem-se:

S = ~2sL, (Z )" (AX+W); (3.30)
3921 = —(AX+W). (3.31)

O vetor z estimado pela equagdo (3.31) representa o efeito integrado do
sinal 8" e do ruido n nos q pontos de observagio como mostra a equagio
(3.2). Assim, além do vetor dos parametros X, e do vetor dos sinais s, pode-se

obter uma estimativa para o sinal S’ e para o ruido n, respectivamente, por
(KRAKIWSKY, 1975, p. 80):

WS ="Xs (= L) (AX+W); (3.32)
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W =-2 (2 ) (AX+W). (3.33)

Na Colocagdo por Minimos Quadrados, os valores a serem interpolados
sdo formados por uma parte sistematica e por uma parte aleatoria, entdo
(MORITZ, 1972, p. 38):

3p 11 =3pPuu Xay+3pSi (3.34)

onde D ¢é a matriz de coeficientes que expressa o efeito dos parametros X, nos
valores de T. Esta matriz ¢ similar a matriz A, com a diferenga de que a matriz
D ¢ formada com base nas coordenadas dos p pontos de célculo.

A matriz A das derivadas parciais ¢ o vetor W vem da equagdo (2.4).
Cada estag@o P; pode gerar uma sub-matriz A; e um sub-vetor W; os quais sdo
dados, respectivamente, por (COSTA, 2003, p. 37):

1 00 0 -2z vy, X

A =01 0 z 0 =X VYl (3.35)
0 0 1 —-y; X 0 z
X; — X

W, =|y,=-Y, | (3.36)
z,-Z,

I

A composicdo final da matriz A e do vetor W ¢é feita para todas as
estagdes comuns. Eles podem ser obtidos, respectivamente, pela concatenagao
de todas as sub-matrizes A; e de todos os sub-vetores W;.

Assim como no caso do ajustamento, também ¢é possivel obter uma

estimativa da varidncia a posteriori CASS para a colocagdo, a qual ¢ dada por:
., V'PV
G, = ,
S
onde o vetor v ¢ estimado pela equagdo (3.28), o peso P dado pela equacdo
(3.22) e a redundancia S do modelo pode ser obtida por:

(3.37)

S=3n-7.
(3.38)
Testes estatisticos também podem ser aplicados para avaliar a qualidade
das estimativas obtidas pela colocacdo. Na se¢do 4.4 deste trabalho sera
aplicado o teste global. O leitor interessado em maiores detalhes sobre a
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aplicagdo de testes estatisticos em colocac@o deve consultar (KRAKIWSKY e
BIACS, 1990).

4. IMPLEMENTACAO PRATICA E ANALISE DOS RESULTADOS

4.1. Area de Estudo e Pontos de Controle

A area de estudo selecionada para a realizagdo dos ensaios contidos
neste trabalho serviu para testar e avaliar a metodologia proposta. Neste
ensaio, foram utilizadas as coordenadas de 200 vértices pertencentes a Rede
Planimétrica do SGB contidas nas duas ultimas realizagdes deste sistema,
denominadas de SAD69 e SAD69/96. A Figura 4.1 mostra a area de estudo
com as esta¢oes do SGB.

Figura 4.1 — Area de estudo com as estagdes do SGB.

22_I T +I T T +I T I—Fl_ T T I_
+ +
T o +
J’_
22EL T 4
+ +1
+ 4 N
+ 4
23 i%+ o+ T ++ 7
i + + + + +
+ + Tt hy +
w235 H 4 ++ + + +7
2 * W +
5 ++ + + + o+ T
S b P A & R I S LI
E: ++t +HF + o+t
% +-I'i-' ++ 4+ +
5 2us) R
+ +
o I ++
5L + o
1+ e++,+ bt
PRI o S
55l T+ +_I_J_+ o
+ +%
26 ! 1 ! 1 + 1]

1 | 1 1 |
A4 H35 A3 B2 A2 H1E A1 H0A A0 485 -9
Longitude (graus)

A avaliagdo dos resultados obtidos pode ser feita pela comparacdo das
diferencas entre as coordenadas estimadas pelas duas estratégias e os valores
de referéncia conhecidos. Em cada estimativa um ponto foi retirado e serviu
como ponto de predigdo, de forma que todos 0s n pontos participaram como
pontos de predigdo sendo um a cada estimativa. Cada ponto de predigdo
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retirado nd3o participou do processo de parametrizagdo e foi testado

individualmente, tornando possivel a utilizacdo de um total de (N — 1) pontos
de observagdo e 1 ponto para teste em cada estimativa.

4.2. Processamento dos Dados do Experimento

O processamento dos dados para a geragdo dos resultados mostrados
neste trabalho foi realizado utilizando-se rotinas desenvolvidas em ambiente
MATLAB. Os arquivos de entrada e de saida, assim como os arquivos
contendo os codigos sdo em formato texto com a extensdo “m”, compativeis
com o MATLAB.

Duas estratégias de processamento foram utilizadas para compor o
experimento. Em uma primeira estratégia, utilizou-se o ajustamento com
aplicagdo do método paramétrico e, para a segunda estratégia, os resultados
foram obtidos pela aplicagdo da colocagdo, a qual foi descrita na se¢do 3 deste
trabalho.

Nas duas estratégias utilizadas, arbitrou-se um valor unitario para a

‘A . P 2 2 .
variancia a priori G, de forma que G, =1. No caso do ajustamento,

nenhuma informag¢do necessaria a valorizagdo da matriz peso P foi
disponibilizada. Assim considerou-se todas as observagdes como nao
correlacionadas e oferecendo o mesmo grau de confianga com uma variancia
unitaria. Desta forma, a matriz P além de ser diagonal, se degenera na matriz
identidade.

A MVC das observagdes para a colocagdo foi estimada pela equagéo
(3.18) e a MVC do sinal s" foi estimada pela fungio covariancia Gaussiana
dada pela equacdo (3.8). Também a MVC do sinal s e a matriz covariancia
cruzada entre s e 8’ foram estimadas pela fun¢io covariancia Gaussiana
modelada a partir dos dados.

Os resultados do experimento sdo apresentados para o ajustamento e
para a colocacdo. Para estas duas estratégias, a transformagéo de similaridade
a sete parametros foi aplicada para estimativa dos parametros entre 0 SAD69 ¢
0 SAD69/96.

Com o objetivo de avaliar a qualidade global das estimativas, foi feita
uma analise estatistica tanto dos resultados do ajustamento quanto dos
resultados da colocagdo pela aplicag@o do teste Qui-Quadrado.

4.3. Modelagem Numérica da Funcéo Gaussiana

A fungdo covaridncia foi modelada por meio de uma regressdo dos
dados para as covariancias estimadas, o que possibilitou a estimativa dos
parametros da funcdo. Para cada distancia, existe uma covariancia associada e
dada nas trés componentes X, Y ¢ Z.
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A Tabela 4.1 mostra os parametros da fungdo covaridncia Gaussiana
estimados pelo MMQ ¢ dado nas trés componentes X, Y ¢ Z.

Tabela 4.1 — Parametros da Fung¢do Covariancia Gaussiana.
Pardmetros  Componente X  Componente Y Componente Z
Co (m?) 0.290618 0.490893 0.872883
a (km™) 0.009528 0.014383 0.011890

As Figuras 5.5, 5.6 ¢ 5.7 mostram a fun¢do covaridncia Gaussiana
modelada a partir das covaridncias amostrais estimadas pela equacdo (3.24).
As distancias A no eixo das abcissas X sio dadas em km e as covariancias
amostrais correspondentes sio dadas em m’ e estdo representadas pelo
simbolo “+”. A curva representada pela linha cheia é a fungo covaridncia da
equacdo (3.8), cujos parametros sdo mostrados na Tabela 4.1. O valor da

ordenada onde a curva intercepta o eixo Y ¢é o proprio valor de Co

correspondente a variancia do sinal Cs (0) e a constante “a” fornece a forma

da curva interpolada, isto ¢, fornece o decaimento da fungao.

Figura 4.2 — Fung¢do Covariancia para a componente X.
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Figura 4.3 — Fungdo Covariancia para a componente Y.
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Figura 4.4 — Fungdo Covariancia para a componente Z.
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4.4. Parametros da Transformacdo Geométrica

O modelo matematico de transformagdo foi dado na segdo 2 e consiste
da transformacdo de similaridade a sete parametros, a qual foi utilizada para
estimativa dos pardmetros entre o SAD69 e o SAD69/96. Os dados que
entraram para compor o experimento sdo as coordenadas de 200 pontos da
RGB, cuja area foi mostrada na sec¢do 4.1. Duas estratégias de processamento
foram utilizadas onde os resultados foram obtidos tanto por ajustamento
quanto por colocagdo para efeitos de comparagio.

A relagdo entre as duas referidas realizagdoes do SGB foi estabelecida por
trés translagdes, trés rotacdes e uma diferenca de escala. No processo de
estimativa, a matriz P do ajustamento foi assumida igual a matriz identidade ¢
a MVC das observagoes para a colocagdo foi estimada pela fungdo covariancia
modelada a partir dos dados. A Tabela 4.2 mostra os sete pardmetros
estimados entre 0 SAD69 e 0 SAD69/96 para a area de estudo.

Tabela 4.2 — Parametros do ajustamento e da colocagdo.

Ajustamento Colocacao
Parametros Precisao Parametros Precisao
Xo (m) 5.686083 + 3.784043 3.438085 + 8.184232
Vo (M) -5.924692 + 2.866645 -4.930011 + 6.609342
Zy (m) -2.581202 +4.098376 -7.907040 +7.890297
g, (arcseg) 0.149701 +0.111976 0.563985 +0.259283
&, (arcseg) 0.172066 +0.123893 -0.059135 +0.250550
g, (arcseg) 0.082678 +0.115320 -0.154738 +0.231943
d (ppm) -1.334058 +0.406863 -1.348811 +0.937157

Uma analise a respeito das diferentes solu¢des para o ajustamento e para
a colocacdo ¢ feita por COSTA (2003), como mostra a Tabela 4.2. Esta
diferenca nas duas solugdes ¢ atribuida a correlacdo do sinal, que por sua vez
se propaga na MVC das observagdes como mostra a equagdo (3.18).

4.5. Analise Estatistica
A analise estatistica utilizada para avaliar a qualidade das estimativas
obtidas pelo ajustamento e pela colocagdo foi feita pelo teste global baseado

na distribuigao Xz. O nivel de significancia utilizado foi o0 = 5% e o valor

dos graus de liberdade foi calculado pela equagdo (3.38) fornecendo

S=593.
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A Tabela 4.3 mostra a analise estatistica para as estimativas dadas na
Tabela 4.2, onde a forma quadratica v'.P.v foi estimada pela equagdo (3.12) e

a variancia a posteriori (ASS pela equagao (3.37).

Tabela 4.3 — Analise estatistica pelo teste global unilateral.

Elementos Ajustamento Colocacdo
v Py 366.597 364.570
S 593 593
63 0.618 0.615
X2 366.597 364.570
C

th (593:0.95) 650.760 650.760

O valor de Qui-Quadrado Xi basecado na forma quadratica foi

. 2 , o . .
comparado com o Qui-Quadrado 7y ; tedrico obtido a partir dos valores de o e
S. Apds esta comparagdo conclui-se que a hipdtese basica Hy é aceita para
. , A . . . 2 N . . ~2 ~
o =5%, isto & as varifincias a priori Gy e a posteriori G, sdo

estatisticamente iguais para o0 = 5%.

4.6. Andlise do Vetor Resultante das Diferencas

Os resultados obtidos apds a estimativa das coordenadas nos pontos de
predicdo puderam ser avaliados mediante a comparacdo das diferengas entre
as coordenadas estimadas pelas duas estratégias e os valores de referéncia
conhecidos.

As analises podem ser dadas tanto para as diferengas AX, AY e AZ
quanto para as diferencas AQ, AL e AN, as quais mostram a contribuigio
de cada componente na posicao tridimensional dos pontos analisados. Uma
outra comparacdo foi feita para o vetor resultante das diferengas entre as

coordenadas estimadas pelas duas estratégias e os valores de referéncia
conhecidos.
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Figura 4.5 — Diferenca posicional para ajustamento e colocagao.
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A Figura 4.5 mostra os vetores resultantes das diferencas entre as
coordenadas estimadas pelas duas estratégias e os valores de referéncia
conhecidos. Observa-se que para o caso do ajustamento, existem valores que
ultrapassam a 3m enquanto que pela colocagdo as diferencas maximas sdo
submétricas, isto €, no nivel do ruido.

A partir dos 200 pontos analisados, apenas 4 mostraram vetores com
diferengas maiores para a colocag¢do, em comparagdo com o ajustamento. Este
resultado mostra que na maioria dos casos, as coordenadas estimadas pela
colocagdo se aproximam mais dos valores de referéncia, em comparagdo com
as coordenadas estimadas pelo ajustamento.

5. CONCLUSOES E RECOMENDAGCOES

Os parametros da transformagdo geométrica estimados, para a colocagio
e para o ajustamento, entre as duas realizacdes do SGB consideradas sdo
numericamente diferentes conforme mostra a Tabela 4.2. As diferentes
solugdes para os parametros sdo obtidas devido as diferentes composigdes
para a MVC das observagdes nas duas estratégias utilizadas.

As diferencas obtidas entre as coordenadas estimadas pela colocagdo e
os valores de referéncia conhecidos nos pontos de predigdo ficaram ao nivel
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do ruido e sfo menores quando comparadas com aquelas obtidas pelo
ajustamento, isto ¢, na maioria dos casos para a area de estudo, as coordenadas
estimadas pela colocag¢do nos pontos de predigdo se aproximaram mais dos
valores de referéncia em comparagdo com o ajustamento. Esta melhoria
introduzida pela colocagdo ¢ atribuida ao efeito da correlacdio na MVC das
observacgoes.

A funcdo covaridncia Gaussiana modelada a partir dos dados apresentou
um bom desempenho considerando os resultados obtidos com a colocagdo.
Desta forma, o método de colocacdo pode ser aplicado em problemas de
transformag¢do de coordenadas, visto que tanto os paradmetros quanto as
componentes do sinal s sdo estimados de forma simultanea no mesmo modelo
matematico.

As variancias a priori e a posteriori tanto para o ajustamento quanto
para a colocagdo sdo estatisticamente iguais ao nivel de significancia de 5%.

Fundamentado nas analises deste trabalho, recomenda-se realizar
estudos de outros modelos para a fungdo covariancia e analisar o seu
desempenho quando aplicada na modelagem de distorgdes sistematicas.
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